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CHAPITRE 2 : METHODE DU GRADIENT NUL

2.1. Introduction

Nous allons étudier le transfert de chaleur vers un milieu a température uniforme, ce qui est a
priori contradictoire car il est nécessaire qu’il y ait un gradient thermique pour qu’il y ait transfert de
chaleur. Cette approximation du milieu a température uniforme peut néanmoins &tre justifiée dans certain
cas que 1’on va préciser. Considérons par exemple la trempe d’une bille métallique qui consiste a
immerger une bille initialement a la température 7, dans un bain a température 7., maintenue constante.
Sil’on suppose que la température a I’ intérieure de la bille est uniforme, ce qui sera d’autant plus vrai que
sa dimension est petite et sa conductivité thermique élevée, on peut trouver I’équation qui régit ce genre
de probléme.

La connaissance des nombres de Biot et de Fourier permet de déterminer 1’évolution de
température de tout systéme a température uniforme souvent appelé : “systemes minces”. En effet, un
faible nombre de Biot indique une faible baisse de température dans le solide, un grand nombre de Biot
indique un grand gradient de température dans le solide.

La méthode du gradient nul est donc valable pour de faibles nombres de Biot et donc I’hypothése
d’uniformité de la température est justifiée lorsque (Bi < 0.1).
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fig. 2.1. - Gradient de température.

2.2. Relation générale

Bien que la conduction transitoire dans un solide soit généralement déclenchée par un transfert
de chaleur par convection a partir d’un fluide adjacent, d’autres processus peuvent induire des conditions
thermiques transitoires dans le solide. Si les températures du solide et de 1’environnement différent,
1I’échange par rayonnement pourrait intervenir. Des changements pourraient également &tre induits en
appliquant un flux de chaleur sur une partie ou la totalité de la surface ou s’il existe une génération
d’énergie thermique au sein du solide.

Lafigure fig. 2.2. illustre la situation générale pour laquelle les conditions thermiques a I’ intérieur
d’un solide peuvent étre influencé simultanément par de la convection (condition de Newton-Fourier),
du rayonnement, un flux de chaleur en surface (condition de Neumann) et une génération d’énergie
interne.
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fig. 2.2. - Méthode du gradient nul - flux entrants et sortants.

On suppose que, initialement (en ¢ = 0), que la température initiale du solide 7, differe de celle
du fluide T, et de celle de I’environnement 7,,,. De plus le flux ¢, ainsi que la génération de chaleur
interne ¢, sont initiées). Bien qu’en général convection et rayonnement agissent sur une méme surface,
celles-ci peuvent, en fait, €tre différentes (4,,,, - 4,,)-

Appliquant la conservation de I’énergie a tout instant ¢, il en résulte I’équation générale suivante :

flux entrants — flux sortants = flux accumulé dans le solide

q Aﬂux + q.V V- q.canv Aconv - qmy Aray =p Ve—

dr
Tow = TH)= PV ¢ 4(eq. 2.5)

1A, +q,V+hA
q Apgy T4y dr

(T.-T)+eo 4, (

conv

Notations : ¢ densité de flux thermique W/m?
gy densité volumique de flux thermique wim’
£ émissivité -
o constante de Stéfan-Boltzmann (o =567510"%) w/m*K*
A surface du solide soumise au flux m?*
Aom surface du solide soumise a la convection m’
A,y surface du solide soumise au rayonnement m?
T, température de rayonnement K
p masse volumique kg/m’
c chaleur massique JIkgK
h coefficient de convection W/m*K
vV volume du solide m

Cette équation est une équation différentielle, non linéaire, du premier ordre, non homogéne qui
est non intégrable de maniére exacte. Cependant, des solutions exactes peuvent étre obtenues pour des
cas particuliers.

©R. Itterbeek Conduction unidirectionnelle en régime variable - Méthode du gradient nul -2.2-



2.3. Cas particulier : coefficient de transfert imposé en surface

2.3.1. Relation en température

L’équation générale éq. 2.5. devient (en négligeant le rayonnement) :

_hAconv<T_Teo)=mC£ = (Tw—T)Z me ﬂ:fﬂ
dt hA.,, d  dt

conv

mc .
On remarque que le groupement A est homogene équivalent d’un temps, on I’appellera 7 la

constante de temps du systéme :

V)4
ST LI IS | Py

constante de temps thermique

surface exposée au fluide (a la convection)
m masse

£ chaleur massique

p masse volumique

c chaleur massique

h coefficient de convection

L’équation finale devient :

dT dTr >
TE +T=T,3q. 2.12.) ( Tz étant le taux de refroidissement )
t

et la solution de cette équation est :

%) =T, + (To - T, ) exp(— t/ T) ou sous forme adimensionnelle :

Notation : T, température initiale du corps

Si on se rappelle la définition du nombre de Biot :

-

A

ainsi que celle du nombre de Fourier :

)
(v/4)

nous pouvons en déduire I’expression de la température du corps sous la forme :

kg
JkgK
kg/m’
JrkgK
W/m*K
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Application 2.1. Déterminer le temps nécessaire pour qu’une petite piece d’aluminium moulée
initialement a 16 °C soit portée a 510 °C par les gaz d’un haut fourneau a 1204 °C. La dimension
caractéristique de la piéce (V/ A4) est égale a 15 cm et le coefficient de convection entre la piéce et les
gaz est 85 W/mK.

On prendra comme valeur de conductivité thermique de 1’alliage d’aluminium 210 W/mK.

De plus : =2700 kg/m’ et ¢ =940 J/kgK .

paluminium aluminium

Solution :
Calcul du nombre de Biot

h(V/4) 85x015
A 210

Bi=

=0.0607 = Bi<0.1 Larésistance interne est négligeable.

Prenons la formule du solide soumis a une réponse indicielle (méthode du gradient nul)

Lo Ty =1
=exp(—t/T) = t=-7ln
I - T, I, - T,
Calcul de t
V] A
szczp( / )c=2700><0.15><940=4479S
h A h 85

Calcul du temps

T . -T. _
zz—rhlli——-=—44@xh{§9—gggzzmmszaaﬁh
16— 1204

Le temps nécessaire pour chauffer brusquement la piece moulée de 16 °C a 510 °C est 2408 s.

0 oo

Remargues :

1) L’équation précédente est I’équivalente de la charge du condensateur dans un circuit
{R; C} (Voir analogie)

2) Cette solution de I’équation différentielle est valable aussi bien pour un réchauffage
(T, > T,)qu’unrefroidissement ( 7, < 7} ). Cependant, al’arrét, les tourbillons d’air

provoqués par la marche et la pulsion de I’air par les ventilateurs attelés (ex. :
machines électriques, etc...) cessent. Le coefficient de convection est moins bon, par
conséquent la constante de temps thermique 7 a ’arrét est plus longue qu’en marche.

3) La constante de temps 7 est fondamentale dans la mesure ou elle donne I’ordre de grandeur
de temps du phénomene physique, on a en effet :

T-T,,

LT 4
1

037 \

fig. 2.3. - Constante de temps.
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2.3.2. Energie transférée

Quant a [’énergie transférée (en J) elle peut se calculer de la fagon suivante :
t . t
0=J,0d=hA] 1, 1)

En remplacant 7{ N~ T, par I’équation (éq. 2.15.) et en intégrant, on obtient :

Q=me(T, - T.)(1-exp(- 1/7))$(éq. 2.27,)

2.3.3 Cas particulier : marche intermittente réguliére

Pendant le temps de marche 7, le

systéme regoit la puissance Qe , sa constante de T A \
temps est 7,; il est arrété pendant ¢, avec une I(t > =)
const'fmte de temps T Ap?‘és quelques cycles, la i e
température oscille réguliérement entre 7, et A g7 oo SN v~ A
Tgw' //’/F;xhhh=jéiifF:%;:b___._.___
g a T_ ];nn
Al’échauffement (1), onpartde 7, pour T,

|
|
aboutira T,,,. L’équation (éq. 2.15.) nous donne, |
|
|

avec :
T >
0 = “min % L , »
]b) ];M 1 [
T = T(t D) fig. 2.4. - Marche intermittente.
];m _-n[%uﬂ
=exp(-1,/7,)|(éq. 2.30.)
Ykm _-q[%aﬂ

De méme, au refroidissement (2), on part de 7},

« pour aboutir a la température 7, a la fin de la
période ¢,. L’équation (ég. 2.15.) nous donne, avec :

{]B = T;M
]b)::];m
Tow =T = exp(— t, /Ta) (éq. 2.32.)
Tmax - Tw

Les températures 7, et T, sont inconnues, mais on peut les déterminer en résolvant le systéme

fourni par les deux équations précédentes. Et donc :

%nixm) —wlo - exp(— (tm/rm +1t,/7, ))

(éq. 2.33.)

T

(=)~ T, : représentant I’échauffement lors du régime permanent.

Pour la température minimale il suffira de remplacer 7,,,, dans 1’équation (ég. 2.32.).
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Application 2.2. Un embrayage multidisque fonctionne a sec dans D’air. Les disques sont
alternativement en acier et en bronze fritt€. On cherche la température maximale du corps de
I’embrayage.

Travail dissipé pendant la synchronisation W, : 2150 J

Durée d’un cycle 7, :25.14 s
Durée de synchronisation ¢, :1.14 s
Durée de 1’état enclenché ¢, 114 s
Durée de 1’état déclenché ¢, 210 s
Surface réfrigérante extérieure A4, :0.046 m?
Surface de frottement 4, :19.6 cm®
Masse de I’embrayage m :4.8 kg
Chaleur massique de ’acier ¢ : 460 J/kgK
Température de I’air ambiant 7, :30 °C

Compte tenu de la rotation, on estime le coefficient de convection h a 28 W/m’K.

Solution :
Puissance calorifique moyenne pendant la synchronisation
. W, 2150
O=—L=""""-1836W
t 114

N
Echauffement en régime permanent
Toute la puissance est dissipée par convection et donc :

- 1. 1
Q‘(T(Hw)_T“’)hA = T(H“’)_T”_hA T 28%0.046

x 1886 =1464 K

Calculons la constante de temps thermique de ['embrayage (la constante de temps en marche est celle
de l’arrét)
T,=7,=cst
_mc _ 48x460

7, == =171435s
hA 28x0046

Recherche de la température maximale
Sachant que dans notre cas :
t,=t =1l4s
t,=t,+t,=24s
l—exp(—t,/7T
Tmax:Tw-l_ p( M/ m) (sz—w"’)_Tw)
1- exp(— (tn/70 +1, /7, ))

1- exp(— 1.14/1714)
1- exp(— 24/1714)

=30+ x1464=30+70=100°C

La température minimale vaut :
Toin = To + (T — T ) exp(= 1, /7, ) = 30+ (100 — 30) exp(— 24/1714)
=30+69.0=99.0°C
La température varie peu car I’inertie thermique est grande.
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2.4. Cas particulier : source de chaleur interne

Considérons un corps initialement a température initiale 7}, baignant dans un fluide a température
T .supposé constant. Au temps ¢ = 0, on impose un dégagement interne de chaleur, uniforme et constant,

dd & une source uniformément répartie g, en W/nr'.

On désire connaitre 1’évolution de la température 7, du corps en fonction du temps ¢, et
notamment, la température qui s’établira en régime.

L’équation générale éq. 2.5. devient (en négligeant le rayonnement) :

Gy V+(T.-T)h A= mcd— (éq. 2.45.)

Notations : 14 volume du corps m
A surface exposée au fluide m’
m masse kg
c chaleur massique JkgK
h coefficient de convection W/m*K
. ( pe(V/ A)J
T constante de temps thermique | 7= — s

L’équation finale devient :

dr /s .
— . 2.47.
— +(T-T.)=4q, . (¢q )

Si g, =0, on retombe bien sur I’éq. 2.32..

o : . dT
Quant a la température de régime, il suffit de faire (# — o ) (ou faire o =0 dans I’éq. 2.45.).
t

Quant a I’¢quation pour trouver le temps pour arriver a T, :
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Application 2.3. Un composant électronique, comme un transistor monté sur un mince radiateur, peut
étre modélisé comme un objet spatial isotherme avec une source interne de chaleur et une résistance
externe de convection.

Sachant que la puissance de la source interne est O = 60 W , que la masse m du radiateur en aluminium

est de 0.31 kg et, que si le composant est initialement a 20 °C, il atteint 100 °C dans un air ambiant
de 20 °Cenrégime. Quelle température atteint-il aprés 5 minutes aprés avoir enclenché la puissance si
cette fois-ci sa température initiale est de 30 °C ? Prendre : ¢, =918 J/kgK .

Solution :
Hypothése
“Mince radiateur” : méthode du gradient nul.

Régime établit
T(Hm)—Tm:qVM=g = ha=—2 -0 _orsmyk
h hd T, . —T. 100-20
Recherche de la température
T,.-T.=4 —(V/A) 1—exp(-t/7))+ (T, - T -t/
= T =4y = (1= exp(= /7)) + (T, = I.. ) exp(~ 1/7)
Avec :
g (V/4) :2
" b hd4
R szC:0'31X918:379.44s
h A 0.75
Et donc :
60
Biesmn) = gs (1= exp(~ (5 60)/379.44)) + (30 - 20) exp(~ (5 x 60)/379.44) + 20

=6825°C
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2.5. Cas particulier : flux de chaleur

Considérons un corps initialement a température initiale 7}, baignant dans un fluide a température
T, supposé constant. Au temps ¢ =0, on impose un flux de chaleur, uniforme et constant, ¢ en W/m”.

On désire connaitre 1’évolution de la température 7, du corps en fonction du temps ¢, et
notamment, la température qui s’établira en régime.

L’équation générale éq. 2.5. devient (en négligeant le rayonnement) :

GAp, +(T.-T)h A= mc% (¢q. 2.62.)

Notations : Ay, surface soumise au flux m?
m masse kg
c chaleur massique JrkgK
h coefficient de convection W/m*K
. [ _pc (V/A)J
T constante de temps thermique | 7= — s

L’équation finale devient :

dr g
—+(T-T.)=13(éq. 2.64.
sz+( L) h(eq 2.64.)

et la solution de cette équation est, sachant qu’au t =0, 7,_, =7, :

Si g, =0, on retombe bien sur I’égq. 2.32..

Quant a la température de régime, il suffit de faire (¢ — o ) (ou faire % =0 dans I’éq. 2.64.).
t

Quant a I’équation pour trouver le temps pour arriver a 7, :
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Application 2.4. Un four solaire fourni un flux de 8000 W/m* afin de chauffer une plaque de titane de
10 mm d’épaisseur sur une de ces faces. L’autre face est exposé a une convection (7, =20°C;
h=40 W/ m*K). Les propriétés de la plaque sont :

p=4500 kg/m3 ; ¢=522J/kgK et
A =219 W/mK . La température initiale de la plaque est de 20 °C. On demande :

a) le temps pour que la plaque atteigne 100 °C;
b) la température de la plaque aprés 6 min.

Solution :
Vérification méthode du gradient nul
Bl (V/4) 40x 001

A 219
Remarque :

=1831072<01 OK

Comme la plaque est soumise a une convection que d’un seul coté, on prendra pour
(V/ A) I’épaisseur et non I’épaisseur demi.

a) Recherche du temps

Soit :
_ _4
T T(°°)) h
t=-—7ln
_ 9
(TO (w)) h
Calcul de 7 :
V/A
szczp( / )C=4500XO'01X522=5873S
hA h 40

(100 - 20) — 8000/40
= (=-5873In =3000s
(20 - 20) - 8000/40

b) Recherche de la température

Ty=T.+ % (1 — exp(— t/z')) + (T, = T ) exp(-t/7)

=20+ 8000 (1 - exp(— 6x 60) + (20 - 20) exp(— 6x60 60])
40 587.3

5873
=1117°C

© R. Itterbeek
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2.6. Cas particulier : rayonnement

Considérons un corps initialement a température initiale 7, soumis au temps #=0, a un
rayonnement uniforme et constant a température 7,

ray*

On désire connaitre 1’évolution de la température 7, du corps en fonction du temps ¢, et
notamment, la température qui s’établira en régime.

L’équation générale éq. 2.5. devient, en négligeant la convection :

£0 4, (Th - T4)=ch%

(éq. 2.79.)

Notations : € émissivité -

c constante de Stéfan ) -Boltzmann @ (6=56710"%)  w/m’K*
A,y surface du solide soumise au rayonnement m’

T, température de I’environnement K

p masse volumique kg/m’

c chaleur massique JrkgK
h coefficient de convection W/m*K
v volume du solide m’

L’équation finale devient :

. . . . T
Quant a la température de régime, il suffit de faire (¢ — oo ) (ou faire cjl— =0 dans I’éq. 2.79.).
t

M Stefan Jozef (1835 - 1893 : physicien et mathématicien austro-hongrois.
@ Bolizmann Ludwig Eduard (1844 - 1906) : physicien et philosophe autrichien.
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Application 2.5. De la poussi¢re de charbon, que I’on peut assimiler a des sphéres de 1 mm de
diamétre, doit étre chauff¢ par radiation (température de la source radiante : 7,,, = 1200 K') de 300

K a 900 K. Déterminez le temps requis. Caractéristiques du charbon : p=1350 kg/ m’;
c=1260J/kgK ; A =026W/mK .

l

Solution :
Hypothése
On considérera le charbon comme un corps noir parfait, donc : €=1.

Verification méthode du gradient nul
_h (V/4)
A
Dans le cas du rayonnement pur, il n’y a évidemment pas de convection, donc de “/”. Cependant,
on peut introduire un coefficient de transmission par rayonnement (voir Complément (2)) de la
forme :

h.=40F, T,

moy

avec, dans notre cas : F, =1.
Dés lors, le nombre de Biot devient :

3
4x567107% x1x (1200”00) x (0.0005/3)

Bi= =61310"2<0.10K
0.26

Recherche du temps
Soit :

tzp(V/A){ LSS tan—l(ijr

o |47 |T T| 277 T

oo

Ty

1 [ [1200+900| |1200+300|
_ 1350%(0.001/3)x 1260 | 4 x 1200° "[1200-900| |1200 300

1x56710°° 1 ( _1 900 1 300}
+———|tan ——tan ——
2 x1200° 1200 1200

=161s
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