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CHAPITRE 6 : CONDUCTION MULTIDIRECTIONNELLE EN REGIME VARIABLE

6.1. Produit de solutions unidirectionnelles

6.1.1. Introduction

Certains problémes bi- ou tridimensionnels peuvent étre résolus par combinaison de 2 ou 3
solutions mono-dimensionnelles. Considérons par exemple le cas d’une barre rectangulaire infinie
(longueur trés grande devant les cotés 2L et 2H), elle peut étre considérée comme I’ intersection de plaques
infinies d’épaisseurs respectives 2L et 2H. Le théoréme de von Neumann " permet d’affirmer que la
température adimensionnelle de cette barre s’exprime comme le produit des températures
adimensionnelles des deux plaques infinies dont elle peut étre considérée comme étant I’ intersection.

Ty~ I- [T T~ T
T,-T. T,-T. T,-T.
barre2L x2H plaque 2L plaque 2H

fig. 6.1. - Exemple de produit de solutions unidirectionnelles.

Remarque :

Il faut vérifier que les conditions initiales aux limites sont satisfaites sous forme
adimensionnelle aprés décomposition de la géométrie considérée en intersection
d’éléments simples.

Des géométries plus complexes peuvent également se décomposer en intersection d’éléments
simples, comme par exemple :

a) Cylindre hauteur 2L = Cylindre infini N Plaque épaisseur 2L

Tir,x, 1) - T°° T('r, 1) - T°° % T T,

() ~ Lo
T,-T. T,-T. T,~ 1.

petit cylindre 2L X r,y long cylindre 1, plaque 2L

D John von Neumann (né Neumann Janos) (1903-1957) : mathématicien et physicien américain d’origine hongroise.
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Long
cylinder

Short
cylinder

Plate

fig. 6.2. - Cylindre court.

b) Parallélépipede rectangle 2L x 2H x 2W = Plaque épaisseur 2L N Plaque épaisseur 2H
N Plaque épaisseur 2

Tayz ~ Lo N e~ L o T 1
T,-T. T,-T. T,-T.
parallélépipéde 2L x 2H x 2W plaque 2L plaque 2H
T, -T
St it
|l
T,-T.
plaque 2W

fig. 6.3. - Cube.

¢) Plaque semi-infinie = Plaque infinie N Milieu semi- infini

T T- [TnTo o1
T,-T. T,-T. T,-T.
plaque semi—infinie 2 L plaque infinie 2 L milieu semi—infini y

Semi-infinite
plate

fig. 6.4. - Plague semi-infinie.
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d) Cylindre semi-infini = Cylindre infini N Milieu semi-infini

T('r,x,t) - TW T('r, t) - T‘x’ v ]Ex, t) - T‘x’
T-T T,-T T, T,

oo =

cylindre semi—infini ry cylindre infini r,

milieu semi—infini x

Semi-infinite
cylinder

fig. 6.5. - Cylindre semi-infini.

6.1.2. Cas particulier : Fo_supérieur a 0.2

Comme nous I’avons déja dit dans le chapitre précédent, si le nombre de Fourier Fo, est supérieur

a 0.2, on peut ne prendre que le premier terme des différentes suites (voir § 5.4.3.).

a) Si I’on recherche une température en un endroit particulier et que 1’on connait le femps, cela ne pose

pas de problémes de résolution. En sachant que :

Fo,, = %t
lC 1
avec : [.=r1, pour le cylindre ou la sphere (7, étant le rayon extérieur)
et I.=ef2 pour la plaque (e étant 1’épaisseur)
a la diffusivité thermique, étant constante pour le solide.

on trouve :

]—%x, Y, z, t) -

T, - T.

b) Si I’on recherche le temps en connaissant la température a atteindre a un endroit, on peut isoler le

temps de la maniére suivante :
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Application 6.1. Latempérature initiale dun lingot d’acier sous forme de parallélépipéde de dimension
200 x 400 x 500 mm était 7, =20°C, puis le lingot a été placé dans un four a température
T, =1400° C. Calculer la température au centre du lingot 1.5 4 aprés le chargement dans le four.

Le coefficient de conductivité thermique et la diffusivité de 1’acier sont respectivement

A=372W/mK ; a=69410" *m? / s ; le coefficient de convection thermique a la surface du lingot
h=186 W/m'K .

Solution :
Calcul du nombre de Biot
136 02x04x%x05
Bi h (V/A) 2 (0.2 X04+02x05+04x 0.5)
1= =
A 372

=385 = Bi>0l1
La méthode du gradient nul n’est pas applicable.

Conduction multidimensionnelle

Donc la température sans dimension d’un point quelconque du parallélépipede est égale au
produit des températures sans dimension de 3 plaques infinies, dont I’intersection forme le
parallélépipede. Par conséquent, la température au centre de celui-ci est donné par I’équation :

T(o,o,o,z) - T, _ T(o,z) - T, y T(o,z) -T,
T,- I T,- I -1
parallélépipéde plaque 200 plaque 400

Ton — T
X|—
T,-T.
plaque 500

1) Recherche de la solution au moyen des abaques
Calculons les nombres Bi, et Fo,

La longueur caractéristique d’une plaque infinie soumise a une convection sur les 2 faces est
¢gale a sa demi épaisseur.

1) Plaque 2 /=200 mm (suivant x) Bi = hi = M =
A 372
6.94107° x (1.5x 3600
Fo, =41 (2 ) _3748
[ 0.1
Suivant I’abaque de Heisler nous avons :
T, —1T,
g "= ~022
T,~T.
plaque 200
_ . hl
2) Plaque 2 /=400 mm (suivanty) Bi = /1‘ =10

Fo, =~ =0937
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7}0 1 T.
Suivant I’abaque : _ = (0.0.57
T,- T
plaque 400
. . hi
3) Plaque 2 7=500mm (suivant z) Bi, = ,16 =125
t
Fo, =22=06
r 12

Suivant I’abaque : _ = (.68
T,-T.
plaque 500

Par conséquence

T(o,o,o,t) - T,
I,-T.

} =0.22x 057 x 0.68 = 0.0853
parallélépipéde

Température au centre du lingot
Tio.0,0. = 00853 (T, — T.) + T., = 0.0853 x (20— 1400) + 1400
=1282°C

2) Méthode analytique
Hypothese : Fo, >02 = 1lterme

a) Plaque 200 mm :
T, —T
0,1 o R
{%} =0 ptague 200 = A1 eXP(— A For)
0 ” plaque 200

Avec: Bi, =05, nous avons, pour z = Om :

A

A, =10701; A, =065327

fi= COS(il %) = cos(O): 1

Fo, =3.748
b) Plaque 400 mm :
TiO,t) B Tw )
ﬁ = ®plaque400 = Al fl eXp(_ /11 For)
0 « plaque 400

Avec: Bi, =1, nous avons, pour z = Om :

A

A4, =11191; A, = 086033
fi= cos(/i1 %j = cos(0)=1
Fo. =0937
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b) Plaque 500 mm :

r(o,r) - L.

T _T } = ®plaquc)500 = Al fl exp(— ﬂ’? For)
0 « plaque 500

Avec: Bi, =125, nous avons, pour z = Om :
A, =11378; A, =0930505
fi= cos(/{1 9 = cos(0)=1

Fo, =0.6
Et donc :

0

USSR & 10 VE:
_TE)T H( llflzexp( llFO ))

1
(10701x 1) (L1191x 1) (11378 x 1)
X e p( 0.65327% x 3748) x exp( 0.86033> x 0.937)

X exp(— 0930505 x 0.6)

=0.0818
= T(o,o,o,l.sh) = 0.0818(20— 1400) +1400=1287°C

Vérification de I’hypothése :
Les 3 Fo, sont supérieur a 0.2, donc OK

Application 6.2. Un r6ti de forme cylindrique (diameétre=2r, et de longueur =21 avec r,=1)

d’une masse de 2.25 kg, initialement a une température de 6 °C est placé dans un four (7., =175°C)

soumis a de la convection (4 =15 W/ m* K ). Trouver le temps nécessaire pour que le centre atteigne
une température de 80 °C. On assimilera les caractéristiques du roti a celles de I’eau.

Roast, 2. 25kg . /’ 7(0,0,1)-80C

Rro \ T -6 T 175’(: To=6C
Shape:ry=L. \/(2 —ISW/m*'K Il"o Vr

Lx L

fig. 6.9. - Application 6.2.

Solution :
Hypotheses
1) Conduction bi-dimensionnelle suivant x et »
2) Propriétés uniformes et constantes
3) On approxime les propriétés de la viande a celle de 1’eau.
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Propriétés
On lit dans la table de I’eau, pour une température moyenne de 43 °C :
p=9911kg/m’
c,=4179 J/kgK
A=0634W/mK
a=153110"" m*/s

Dimensions du roti
Connaissant sa masse, sa masse volumique et sachant que 7, =/, on en déduit :

msz:p(ﬁr022l) = ry=10=3 U 225 =0.0712m
2xp 2x 7 x991.1

Verification du nombre de Biot

h( g 21 j
. h(v/A) 2mrg 472,21 hry
l: = =

A A 32

_I5X00712 s = Bisol
3% 0.634

Nous ne pouvons pas utiliser la méthode du gradient nul.

Cas de conduction bi-dimensionnelle

T(o,o,z) - L
T, - T.

= M =0562
| 6-175

[Ty =T o Jon ~ 1
T,-T. I, -T.,
L plaque 2 L cylindre 1,

Le produit de nos 2 solutions adimensionnelles doit donc valoir 0.562.

:lplaque 2L X cylindre 1,

Recherche du Bi, et Fo,

N.B. : Bi, et Fo, sont identiques pour le cylindre et pour la plaque (/. =7,) dans les 2 cas.

_hry 15x0.0712

Bi, = =1685 = Bi.'=05%
p) 0.634
15311077
Fo, = 2L IPU0 XE_ 5309001075 x4
7 0.0712

1) Recherche de la solution au moyen des abaques
On tente par essais successifs d’arriver a la bonne solution via les abaques.
1) On s’impose un nombre de Fo,
2) On calcule le temps
3) Lecture sur les abaques des solutions unidirectionnelles adimensionnelles.
4) Vérification du produit
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Essai Fo, t [h] Oy pur Oy tytindre Produit
1 0.4 3.68 0.72 0.5 0.36
2 0.3 2.75 0.78 0.68 0.53
2) Méthode analytique
Hypothése : Fo, >02 = 1lterme
a) Plaque :
TiO,t) B Toc )
? = ®plaque2L = Al fl exp(— 2‘1 For)
0 “ plaque 2L
Avec: Bi, =1.685, nous avons, pour z=0m :
A, =1163635; A, =1023907
fi= cos(il 9 = cos(O) =1
b) Cylindre :
720,[) B Tm ")
T - T = gcylindrero = Al fl exp(— ﬂ‘l For)
0 ” cylindre 1,
Avec: Bi, =1.685,nous avons, pour ¥ =0m :
A4, =1.30343; ﬂil =1514041
Ao
Si=Y (/11 _j :Jo(o):1
o
c) Roti :
80-175
C plaque 2 L X cylindre r, = [m} =0562=0 plaque 2 L X ®cylindre Ty
() )
En isolant le temps ¢ :
1 < plaque 2 L X cylindre 1,
t=-— T > In >
aZ[ 11‘] H(Alifli)
. [ i=1
i=1 1i
. 1 ln( 0.562 j
153110- ; (1.023907j 2 . (1514041) 2 1163635x1x1.30343x 1
’ 0.0712 0.0712

=9846s5=2.74 h
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Vérification de I’hypothese

15311077 4
_at 15311077 <9846 1300 oK

e 0.0712°

r

© R. Itterbeek Conduction multidirectionnelle en régime variable -6.9-




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


