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CHAPITRE 11. DYNAMIQUE DU SOLIDE

11.1. Introduction

Un solide est un corps dans lequel les distances entre les particules qui le composent restent fixes
lorsqu’on lui applique une force ou un moment. Un solide conserve donc sa forme durant son mouvement.

Nous pouvons distinguer deux types de mouvement du solide (voir Chapitre 9.) : le mouvement
de translation lorsque les particules décrivent des trajectoires parall¢les de sorte que les lignes joignant
deux points quelconques du corps restent paralleles a leur position initiale (fig. 11.1.a); le mouvement
de rotation autour d’un axe, quand les particules décrivent des trajectoires circulaires autour d’une droite
appelée axe de rotation (fig. 11.1.b). L.’axe peut étre fixe ou peut changer de direction par rapport au corps
pendant le mouvement.

=71

(a) (b)

fig.11.1. - (a) mouvement de translation d'un solide; (b) mouvement de rotation d’un solide.

N ——

Le mouvement le plus général d’un corps peut toujours étre considéré comme la combinaison
d’une translation et d’une rotation. Par exemple, dans la fig. 11.2., le mouvement du solide, qui passe
de la position 1 a la position 2, peut étre considéré comme une translation représentée par le déplacement
CC’, joignant les deux positions du centre de gravité et une rotation autour d’un axe passant par le centre
de gravité C’.

Rotation

Translation

fig.11.2. - Translation + rotation.

D’aprés 1’équation fondamentale de la dynamique du point, le mouvement du centre de gravité
est identique a celui d’une seule particule dont la masse serait égale a masse du solide et sur laquelle
agirait une force égale a la somme de toutes les forces extérieures agissant sur le solide. On peut analyser
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ce mouvement selon les méthodes développées au Chapitre 10. dans le cas de la dynamique du point.
Dans ce chapitre nous allons étudier le mouvement de rotation d’un solide autour d’un axe, qui passe soit
par un point fixe dans un référentiel d’inertie, soit par le centre de gravité du solide.

e
Trajectoire parabolique du
% centre de gravité
%% ez

fig.11.3. - Mouvement parabolique d 'un solide sous [’action de la pesanteur.

Le centre de gravité du solide ci-dessus décrit la trajectoire parabolique correspondant a une
particule de masse m soumise a la force de pesanteur, tandis que le solide tourne autour du centre de
gravité. Comme le poids est appliqué au centre de gravité, son moment autour de ce point est nul et le
moment cinétique du solide par rapport au centre de gravité reste constant pendant le mouvement.

11.2. Moment cinétique d’un solide autour d’un axe fixe

Considérons un solide tournant autour d’un axe Oz, avec une vitesse angulaire @ (fig. 11.5.).
Chacune de ses particules décrit une trajectoire circulaire dont le centre est sur I’axe Oz.

fig.11.4. - Moment cinétique d’'un solide en rotation.

Le moment cinétique de la particule A, par rapport a 1I’origine O est :

- —
L, =0A4; Xxm, v,

La composante du moment cinétique par rapport a l’axe Oz, sachant que :

» lavitesse angulaire @ est la méme pour tout le solide
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vaut :

La composante du moment cinétique total du solide en rotation suivant I’axe Oz est :

Lo, =ZLOzi =(Zmi ’32)‘0

La quantité Z m, r,-2 est une propriété géométrigue du solide. Celle-ci sera appelé “J,,,
moment d’inertie du solide par rapport a ’'axe Oz7”.

Jo. = Z m; 17’ 1(éq. 11.9.) (systéme discret)

(éq. 11.10.) (systeme continu)

L’équation du moment cinétique du solide autour de 1’axe de rotation Oz devient :
o 111

Et méme :

=J,, &5(éq. 11.12.)

N
e
e

Remarque :

La formule éq. 11.11. reste valable quand le solide mobile n’admet qu’un seul
point fixe. Dans ce cas, au lieu de 1’axe de rotation fixe, on parle d’un axe

instantané de rotation passant par ce point fixe. Le vecteur vitesse angulaire
instantané @ est dirigé suivant cet axe (voir Chapitre 9).

Lorsque le corps tourne autour d’un axe central principal d’inertie (ACPI), le moment cinétique
total du solide L 4cp ©st paralléle a la vitesse angulaire @ , qui est toujours dirigée suivant 1’axe de

rotation, et a la place de 1’équation scalaire éq. 11.11., qui est valable pour les composantes Oz suivant
I’axe de rotation, nous pouvons écrire la relation vectorielle :

acer = acpr @3(éq. 11.16.)

I

ou J,p est le moment d’inertie principal correspondant.

Nous devons insister sur le fait que cette relation vectorielle (éq. 11.16.) n’est valable gue pour
une rotation autour d’un axe d’inertie principal ACPI

Voir Annexe 3 : Moments d’inertie particuliers pour quelques exemples.
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Application 11.1. Calculer le moment cinétique
du systéme illustré par la figure ci-contre, systeme
constitué par deux sphéres égales de masse m et
de rayon » montées sur des bras fixés sur un
support et tournant autour de 1’axe Oz a une
distance d. On négligera la masse des bras.

Solution :

Moment d’inertie des spheres
Jor =2 (Jo, +md?)

:2(§mr2 +md2j

—om (z P2y dzj fig.11.5. - Application 11.1.
5
Remarque :

Si le rayon des spheres est petit par rapport a la distance d, J,,, devient :

Jo. =2(md?)

c’est-a-dire 1I’équivalent de deux masses circulantes sur un cercle de rayon d.

Moment cinétique
ZOz = JOz 5)
=2m(04r +d*)[a] 1.

Application 11.2. La platine d’un tourne-disque a une masse de
0.75 kg et un rayon de giration de 125 mm. Elle tourne a une
vitesse angulaire de 33 fours/min (moteur débray¢) au moment ou
on laisse tomber un disque 12" de 200 g sur la platine. A quelle
vitesse angulaire va-t-elle continuer a tourner ?

Solution :
Position du probleme

I n’y a aucune force ni couple extérieur, donc nous sommes
dans un systéme isolé et de ce fait il y a conservation du
moment cinétique. (Equivalent a la conservation de la
quantité de mouvement dans les systémes en translation).

= AL, =0

Moment cinétique
Projection sur I’axe de rotation Oz.

a) Avant :
Calcul du moment d’inertie de la platine seule :
J
lyop = | = Jy, =il m=0125" x0.75=117210"% kgm’

m platine

fig.11.6. - Application 11.2.
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Lo =Jon |8, =11721077 x (2233

j = 0.0405 kgm* s

b) Apres :

Calcul du moment d’inertie (platine + disque) :

Comme le disque et la platine tourne autour du méme axe et que cet axe passe par le centre de
gravité de chaque objet, il suffit de sommer les moments d’inertie.

_ 2
JOz2 - JOzl + 5 mdisque r

2
12%x2541073
(LOJ — 14041072 kgm®

=117210"?2 +%><0.2><

Conservation du moment cinétique

Lo,y 00405
Jo., 14041077

Loy=Lp, = |,)= =288 rad/s=27.54 tr/min

11.3. Equation du mouvement dans le cas de la rotation d’un solide (autour d’un axe fixe)

Nous avons établi une relation entre le moment cinétique total et le moment résultant des forces
appliquées aux particules lorsque ce moment et le moment cinétique sont tous deux relatifs a un point au
repos dans un référentiel d’inertie.

Autrement dit :

e 135

On peut appliquer cette formule de la dynamique du point a un systéme (ensemble) de particules
si:
Zo = Z Zo ; moment cinétique total
et
M, = Z M,, moment dynamique résultant des forces extérieures.

Et, évidemment, cette équation s’applique a un solide, cas particulier des systémes de particules.

L’éq. 11.25. constitue donc I’équation de base pour discuter le mouvement de rotation du solide.
Nous allons I’appliquer d’abord au cas d’un solide tournant autour d’un axe principal ayant un point fixe
dans un référentiel d’inertie.

On a alors, suivant 1’équation éq. I1.11.: L, =.J, @ . Le moment résultant M, doit étre le
moment autour d’un point fixe O de [’axe principal. L’équation éq. 11.25. devient donc :

d(J, @ . dJ, _ D -,
M:MO = Oa)+JOd_w:MO(eq.11.30.)
dt dt dt
Si ['axe reste fixe par rapport au solide et que le solide est indéformable, le moment d’inertie
dJ
reste constant (d—o = Oj . Donc :
t
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=M, = J,é=M,

(éq. 11.32.)

ou £ est I’accélération angulaire du solide.
C’est la loi de la dynamique pour les solides en rotation autour d’un axe fixe.

La comparaison de cette derniére équation avec celle de la loi fondamentale de la dynamique du
point ( f = m a ) suggere une grande similitude entre la rotation d’un solide autour d’un axe principal et

le mouvement d’une particule. La masse m est remplacée par le moment d’inertie J,, la vitesse v par la
vitesse angulaire w, I’accélération a par 1’accélération angulaire ¢. et la force f par le moment M,,.

Parexemple, si M 0= 0, I’équation éq. 10.30. indique que J, , O =cst et, silemoment d’inertie
est constant, @ est aussi constant. En d’autres termes, un solide tournant autour d’un axe principal

tourne avec une vitesse angulaire constante quand il n’est soumis a aucun moment de forces exterieures.
On peut considérer ceci comme la loi d’inertie pour le mouvement de rotation.

Lorsque /e moment d’inertie est variable, ce que peut arriver si le corps n’est pas rigide, la
condition J, @ = cst exige que si J, augmente (diminue) alors @ décroit (augmente), résultat qui a
plusieurs applications. (Exemple : la patineuse artistique qui, pour tourner plus vite sur elle-méme, rameéne
ses bras et jambes le long de son corps.)

Application 11.3. Un disque de 0.5 m de rayon et de masse m, =20 kg

peut tourner librement autour d’un axe horizontal fixe passant par son
centre. Trouver 1’accélération de la masse suspendue si celle-ci vaut : E
m=1kg.

o

Solution :
L’axe Oz est un axe principal d inertie, donc 1’équation des moments autour M
de cet axe donne :

fig.11.7. - Application 11.3.

(_Iz) = _]:t r():gJOz
ft o . #t o
Donc: €=—-"—"— = ”g”:_
JOZ JOz
Recherche de | f ;

Isolons la masse m :
(L) = -mlgl+

/,

/,
=m (] ~[l)

=~ mla]

=

Recherche de I’accélération
Sachant que le moment d’inertie pour un disque plein :

1 ~ 1=
Jo, :Emp 1y et que : ”8”: ||a||/r0

fig.11.8. - Résolution.
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on trouve :
.
m (&= Jaf) ro =5 m, 7
Ty 2

L omlgl 1x981 ,
- ”a"_(mp/2+m)_(20/2+1)_0'89m/ ’

Ce qui est plus petit que || g

, valeur de la chute libre.

Application 11.4. Un volant en fonte, de masse
volumique p=7200 kg/ m’ , est schématisé ci-
contre. On le soumet a un couple moteur de 1200 Nm.
Aprés combien de temps atteindra-t-il la vitesse de

180 tr/min ? On négligera le moyeu dans le calcul de
I’inertie.

P +7200 kg/m? 0A

fig.11.9. - Application 11.4.

Solution :
Recherche du moment d’inertie du volant
Moment d’inertie de la jante (couronne) par

rapport a son axe de rotation A (qui est un
ACP]) :

T =5 M 12 417) = (ﬂ (2 (a2 -a2) ’D (e +57)

= 72005 F x (2.42 - 2.12) x 0.04 x (1.22 + 1.052)
2 4

=388210° kgm*

Moment d’inertie des bras (tournant par rapport a leur centre). On fera I’hypothése que les bras
sont 3 cylindres d’une longueur de 2.1 m et d’un diamétre de 0.12 m.

? 122
JA=3(im12)=3 i(p”d 1)12 —3x L x7200x PX0127 5100
12 2774 2 4

=0.188510° kgm®
Le moment d’inertie total vaut :

J, ., =388210° +0.188510° = 4.070510° kgm®

Application de la seconde loi de la dynamique autour d’un axe fixe :

M,=J, &
Qui projetée sur I’axe de rotation du volant nous donne :
€)= M, 1200 -=0295rad/s*
Jy 4070510
Comme le couple est constant, I’accélération angulaire aussi et donc nous avons un MCUA.
w 2rn 2xxx180
w=I£dt=€t+w0 = t=—= = =
rr) e 60 60x0.295

639 s
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11.4. Principe de d’Alembert

Sans refaire toute la démonstration, on peut en déduire que le principe de la “force d ’inertie” peut

aussi s’appliquer au couple. Et donc, il en découle la notion de couple d’inertie (A étant 1’axe de
rotation) :

C,=-J, €|(éq. 11.55.)

Le couple d’inertie ém , égal en module au produit du moment d’inertie de masse

Jy du corps par son accélération angulaire €, est toujours dirigé dans le sens
opposé a l’accélération angulaire.

\

d’ou :

Remarque importante :

Nous devrions parler, non pas de couple d’inertie, mais bien de “moment d’inertie”.
Cependant, la définition du “moment d’inertie” est toute autre et ne correspond en rien
a cette notion de “moment” qui s’oppose a ’accélération angulaire du solide. C’est
pourquoi, dans le cas du principe de d’ Alembert pour les solides en rotation autour d’un
axe fixe, on parlera de “couple d’inertie”.

11.5. Energie cinétique de rotation

L’énergie cinétique d’un systéme de particules est donné par :

K=2. mz}zv"2

Nous avons vu au paragraphe § 9.2.2. que, dans le cas d’un solide tournant autour d’un axe fixe
avec une vitesse angulaire , la vitesse de chaque particule est v, =@ r, ou r; est la distance de la
particule a I’axe de rotation A. Alors :

2
K=Zm,-2vi2 zzmi (’;w) :%Z(mi 7)o’
1 1 1
=7,

ou en se rappelant la définition du moment d’inertie :

2

L’expression (ég. 11.60.) est correcte pour tout axe, méme s’il n’est pas un axe principal, car la
grandeur de la vitesse est toujours v, =@, .

(éq. 11.60.)
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Considérons maintenant le cas général dans lequel le solide tourne autour d’un axe passant par
son centre de gravité, et en méme temps a un mouvement de translation par rapport a I’observateur.

L’énergie cinétique totale du solide est égale a :

K

total = Kt +K

ranslation rotation

L’¢énergie cinétique de rotation par rapport au centre de gravité/calculée a 1’aide de 1’équation
(éq. 11.60.) parce que dans un solide, le centre de gravité est fixe par rapport au solide, et que le seul

mouvement que le corps peut avoir par rapport a son centre de gravité G est une rotation. Ainsi donc,
nous pouvons écrire :

1 2 1 2
K =—mv,+—J, 0
tot 2 G 2 G

ouJ; estle moment d’inertie par rapport a I’axe de rotation passant par le centre de gravité.

11.6. Théoréme de ’énergie cinétique (en rotation)

Pour rappel, le théoréme de I’énergie cinétique s’exprime par :

P=K (éq. 11.64.)

“La dérivée par rapport au temps de l’énergie cinétique est égale a la puissance
developpée par la résultante des forces appliquées.”

Nous pouvons aussi I’exprimer de 2 autres manieres :

» $dK = Pdi=dW3(éq. 11.65,)

» et, en sachant que le travail en rotation est donné par :

dW =M, ¢dfi(éq. 11.66.)

En effet, repartons de la définition du travail qui est :

dW =F eds avec ds le chemin parcouru par la force F et qui est dans notre cas, en

rotation : ds =d@ X F (parcourt un arc de cercle)

= dW:F-(déxf):(fo)-dé

2
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Si AK >0 :le travail effectué sur le solide est positif;
Si AK <0 :le travail effectué sur le solide est négatif.

Remarques :
1)Si M A est constant ou fonction uniquement de I’angle 0, I’intégration est
immédiate.

2) Si M A est nul, alors il y a conservation de I’énergie cinétique.

11.7. Conservation de l’énergie

Comme vu au § 10.7.2., dans le cas de forces conservatives on peut utiliser la conservation de
’énergie totale du systéme.

» Soit sous forme différentielle :
dE
=0
dt
Si on veut une équation en fonction du temps.
» Soit sous forme intégrée :

Si ce qui nous intéresse, ce n’est que les états initial et final.

Dans I’équation de I’énergie, outre les différentes énergies potentielles, on n’oubliera pas de tenir
compte, le cas échéant, de I’énergie cinétique de translation et de rotation.
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Application 11.4. Une barre mince de longueur / et de masse m, posée
sur un plancher horizontal et appuyée sur un mur vertical glisse le
long de ceux-ci sans frottement sous I’action de la seule pesanteur.
Etudier son mouvement. On prendra comme moment d’inertie

1 2
J.=—ml”.
“T 12

Solution :

Conservation de l’énergie
Comme il n’y a pas de frottement, nous pourrions utiliser la
conservation de I’énergie. Comme on vous demande d’étudier
le mouvement, il nous faut 1’équation en fonction du temps. Sfig 11.10. - Application 11.4.
Nous utiliserons donc : dE/dt =0 .

/1711711111177 /A

7

Recherche de 1’énergie potentielle et cinétique de [’échelle
La seule force dérivant d’un potentielle est le poids de la barre et dans une position quelconque,
nous avons :

U=mlg| % sind

Quant a I’énergie cinétique, la barre effectue une translation suivie d’une rotation autour de son
centre de gravité G :

2 2
Jo; @ +va

K= avec:vG=llé
2 2 2
= K:imlzlé2 +lmll2 6* =lml2 6*
12 2 2 4 6

E=m||§||ésin0+émlz 6’

Recherche de [’équation différentielle du mouvement
Dérivons I’énergie totale du systéme :

& o 0=mg|Lcos06+2mi* 6
dt 2 6

=gl coso+ 18

Recherche de la vitesse de rotation

d—wz—éHcose = d—wﬂz—éﬂcosﬁi
dt 2 1 dt gg 2 1 w
/o
2
= dewzj——Hcosﬁdﬁ - & I8l g
2
el

=72 = w=0 = C:3T
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Et donc :

= f=0= 3u(l—sin9)

Recherche des réactions d’appuis
La relation fondamentale de la dynamique donne :

fA+fB+m§=maG

Et donc :
(Tx) = “fB“:man
(L) = [7ul-mlel=mas,

Recherche de 1’accélération du centre de gravité G.
Dérivons 2 fois la position. Soit :

O_)G=100591x +isin6’1
2 2 g
0G=vg =—isin6?6ﬁx +£cos€6ﬁy
2 2
OG=ag z(—isinﬁé—icosﬁézj 1,
2 2

+(icos0é—isin6 92) 1
2 2 7

A

fig.11.11. - Forces.

Et en remplagant 1’accélération ainsi que € et @ dans les équations ci-dessus, on trouve :

Hfguz—mé[sin69+écos692)

=—m£[sin9(—§Hcose] +10039(3H(1
2 2/ 2 !

(siné? cos®

:§m||§|| —cosd (1- siné’))

=]

On peut remarquer que H f B H s’annule pour une certaine position. En effet :

sin @

30
0="mlg|

(siné’ cosé
2

—cosf (1- sine)] =

= sim9=g
3

—1+siné@

Autrement dit, lorsque 1’angle 8 =41.81°, la réaction H f B H s’annule et donc la barre n’est plus

en contact avec le mur. C’est di a I’effet dynamique.

En effectuant la méme démarche pour ” f y

, on trouve :

cos’ 6

7= miel- 2l

qui ne s’annule pas durant toute la chute.

+ sin @ (1 — sin? 6’)j
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Application 11.5. Une roue de masse m tourne autour de
I’axe O a une vitesse angulaire constante @, . A un certain

instant, un sabot de frein est appliqué contre la roue avec
une force f . Le coefficient de frottement du sabot contre la

roue est égal a u,, le rayon de cette derniere étant . En
négligeant le frottement a 1’axe et la masse des rayons,
c’est-a-dire que 1’on considére cette roue comme une jante

de moment d’inertie J,, =mr?, trouver le temps que

mettra la roue pour s’arréter, ainsi que le nombre de tours
effectués durant cette période.

fig.11.12. - Application 11.5.

Solution :
1) Par les “équations générales de la dynamique”
Appliquons I’équation générale de la dynamique pour les solides en rotation autour d un axe fixe.

M, =J, ¢
En projetant sur 1’axe de rotation, on obtient :
(L)zo = |7

Comme ici nous avons :

r=J,

£ ” (+ : sens antihorlogique)

ol g0=mr
On obtient :

g Wolr_mli]

Jo - = E
En intégrant :

Y ', W

mr mr

Et, dans notre cas, autemps t=0; ® =— ||a70|| (- : sens horlogique),d’ou C, =— ||a70|| .

Le temps pour ’arrét devient :

mr | |

Intégrons une seconde fois :

9=J.a)dt=u

mr

-
—— ||t + C,

Et, dans notre cas, au temps t=0; §=0,d’ou C, =0.
Enremplacgant ¢ par la valeur obtenue précédemment, on obtient 1’angle parcouru pendant 1’arrét,
soit :

w1 [mrla))
mr 2\ |f]

h
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2
mra@
= 9/:—0 et n=——

2 |7] -

2) Par les “théorémes de la dynamique”
Appliquons le théoréme de moment cinétique pour trouver le temps d’arrét. Soit, en projetant sur
I’axe de rotation O, nous obtenons :

t
ALo=| Mg

= 0-Jo (~|a)=],
Comille, ici: )
o= 7
on obtient :

o )= s | 7]

Et en exprimant le moment d’inertie J, par sa valeur, le temps devient :

7,

r) dt

BT

]

Appliquons maintenant le théoréme de 1’énergie cinétique pour obtenir le nombre de tours
effectués. Soit :

A{K:de:j:f M, do

= 0-Temo [ (7 ]r)ae

Le “-” apparait car le travail est négatif (force et déplacement sont de sens contraire).

Et en remplagant J, et J; | par leur valeur, on obtient I’angle parcouru pendant I’arrét :

2
mr @
= 6,= 2 et n=——

2l =

Par les théorémes nous arrivons beaucoup plus facilement aux solutions demandées.
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Application 11.6. Un chariot est hissé sur un plan
incliné (a¢=30°) en lui appliquant une force
constante f =160 N . Le poids du plateau du chariot
est f,. =180 NV, alors que le poids de chacune de
ses quatre roues pleines est f,, =20 N . Trouver :

1) lavitesse de translation v, du chariot lorsqu’il aura
parcouru la distance /=4m,si v, =0; uf

+47F.
2) I’accélération du chariot en mouvement. Le fpc fpr
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roulement des roues se fait sans glissement, alors

que la résistance opposée au roulement peut étre
négligée.

fig.11.13. - Application 11.6.

Solution :
1) Par le “Théoréme de I’énergie cinétique”
1.
K - K, :j Fedi
0
Energie cinétique initiale :
K,=0
Energie cinétique finale :
» Chariot (translation) de masse m, :

2
m, v
_ e M1
Kie=—+—
2
» Roues (translation et rotation) (calcul pour une roue de masse m,) :
2 2
m, v Jcentrer a)l
Kl e +
2 2
1 2
—m.
centre r roor
2
Avec : -
.
)=
r}"
D’ou :
2 2 3
m, v v
K.=—Ly—mr’| L] ==m v}

Travail des forces extérieures :

» Le travail des forces de frottement qui s’oppose au glissement est nul (ne se déplace pas).

» Le travail des réactions normales du plan incliné est nul (force perpendiculaire au
déplacement).

» Travail du poids du chariot et de celle des roues :
W, ==(m.+4m,)|g|An=~(m. +4m,)|g|(Isine)
» Travail de la force de traction :

W=7l

En portant toutes ces données dans 1’équation de départ, on obtient :

© R. Itterbeek Mécanique - Dynamique du solide -11.15 -



[mzwz +4(3m Vlzj) =Hf”l—(mc+4mr) )

Hf“ m +4m sma)

¥

"’+3m

] ~/2ngnz -1 ]+
=28

e

.ol

2% 981x 4 (160 (180 + 4 x 20) sin 30)
180+ 6% 20

2) 1°* méthode : dérivation de ’expression de la vitesse
Pour déterminer 1’accélération, on procédera de la fagon suivante vu que nous avons déja obtenu

I’égalité (1) : nous allons considérer que les grandeurs v, =V et/ (ce paramétre détermine la

position du systéme tout entier) figurant dans 1’égalité (1) sont des variables. Alors, en dérivant
les deux membres de cette égalité par rapport au temps, on trouvera :

(mc+6m )v——(”f” m, +4m

) dl

sino

dt

Or dv/dt =a et dl/dt =v . En simplifiant par v, on obtient finalement :
~ Hﬂ‘ - (mc +4 m,)”gr” sin o

m, +6m,
=H]?H_(prc +4prr )Sina
7, ]+ 617,
_ 160~ (180 + 4 x 20) sin 30 o]
) 180+ 6% 20 X 3.
=O.98m/s2

2" méthode : MRUA
Comme les forces sont constantes, nous sommes en présence, dans ce cas, d’un MRUA et de ce
fait :

v=¥,+at
=1, +¥%, t+at2/2
Et en éliminant ¢ dans les 2 équations, nous obtenons directement I’accélération :

v2 2807
21 2x4

=

=098 m/s>

3°" méthode : Théoréme de I’énergie cinétique
Appliquons :
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dK

P=K = Fey=—"r
dt
Connaissant les diverses forces, 1’énergie cinétique du chariot ainsi que celle d’une roue (voir

point 1), on obtient :

(R :iﬁmc;z +4(2m vz)]

=m vﬂ+6 v@
O dt "odt

(17, +6]7])
|

g
f—(fc +4f,)sin0(
- pr +6\‘\‘f =098/
pc pr

G ¢étant le centre de gravité de la barre situé a mi-longueur.

Solution :
1) Par les “équations générales de la dynamique”
1.1) Rotation autour de “O”

Soit {Tx; Ty} repere inertiel.

Identification des forces :
» mg=m || §| 1

> fR :_Hfm [ +“fRy“Ty

Oscillation de solide autour de son CIR (= O).
Rotation pure autour de “O”. Appliquons la loi de la
dynamique pour la rotation des solides autour d’un axe
fixe. Soit :

(L)(z0) = —mlg| sino=1ye

(-) car le moment est de sens contraire a 6.

Application 11.7. Application récapitulative : utilisation des différents théoréemes.

Etablir I’équation de angle € en fonction du temps pour une barre métallique de section constante,
petite par rapport a la longueur /, et de masse volumique p constante, oscillant autour du point O situé
a une des extrémités de cette barre. On supposera négligeable les divers frottements.

6 étant la position angulaire de la barre par rapport a la verticale.

fig.11.14. - Application 11.7. : Solution 1.

Le moment d’inertie d’une barre pesante par rapport a une de ces extrémités est égale a :

JO:lml2

Et donc :

> -mg|sino=mi
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—sinfd=0 1)

En considérant de petites oscillations autour de la position d’équilibre (9 < 5°) :sinf =@, et
I’équation (1) devient :
é+§kﬂe=o
2

équation différentielle dont la solution est :

Le mouvement est de période :
T= 2—” =2r % 4
© 3 el

1.2) Translation et rotation autour de “G”
Soit {T .1 } en G

1> °n

1, orienté dans le sens positif du mouvement.

Identification des forces :
» mg=-m|g|sin61, - m||g|cosd 1,

= . . . R —
> fR=+Hth 1t+HfRn ln 1t
Comme H 7 R H va varier en sens durant I’ oscillation,
je prendrai donc les signes positifs. /
s

Equations de la dynamique
(Iz)(% G) = - Hth

(-) car le moment est de sens contraire a 1, .

/ "
—=J.60
576

fig.11.15. - Application 11.7. : Solution 2.

Le moment d’inertie d’une barre pesante par rapport a son centre de gravité est égale a :
1
Jo=—ml*

12
Recherche de f;, :

(It) = —m||§||sin9+”fm !

=ma, =méz

= || =2+ mlg|sine
Et donc
A mélsmla]sing] Ll
(mﬂ +m||g||sm9) 12ml 0
= 6+ ";f”sinB:O
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2) Par le “théoréme de I’énergie cinétique”
2.1) Translation et rotation autour de “G”

K=P
d 2 1 2 . = .
% Eva+EJGa) =mgev, ( f ne travaillant pas)
! 1 A
translation rotation

d

2
lm(ﬁlj +l(imlz) ézjz—mugnsinb?(é"ij
2 2 2\12 2

1 : ool
E(gmlz 92) =-m|g| sing &

1 e
gml2 Hﬁz—m”g”smeé’z

2.2) Rotation autour de “O”

K=P
d|1 —~ -
= EJO 0’ |=M,ed
rotation
d(1(1 : T )
E[E (gmlzj 62) = —(Wl”g” SIHHE)
5ml2¢9¢9=—m||g||s1m95¢9
= é+§M

sind=0
/

3) Par le “théoréme du moment cinétique”
Rotation autour de “O”.

L,=M,
zO:JO@:GmﬁjeL = Lp=tm
#1, == m|gsing > 1.
En égalant :
= —m|g|sind===ml* 6
= é+iHsin9:O
2 1

1> 61,
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4) Par la “conservation de I’énergie”
Rotation autour de “O”.
C’est évidemment possible dans ce cas-ci puisqu’il n’y a pas de frottement.
E = Krotation +U
Prenons notre “0” d’énergie potentiel au point le plus bas du centre de gravité G. Pour un angle
6 donné, nous avons 1’énergie totale qui s’écrit :

Ey= 175 0%+ g £ - Leose)

tot

1(1 : )
E€=E(§mlz)6’2+m||g||5(l—cosﬁ)
aE,
dt
> Zml* (206)+m[g|sino 6=

Conservation de 1’énergie = =0
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11.8. Dynamique des roues

Pour illustrer la dynamique des roues (porteuses et motrices), prenons le cas d’une voiture et
étudions les différentes forces qui s’exercent sur cette voiture.

On considére que la voiture accélere et qu’il y a une charge f, , celle-ci représentant : la force
de frottement du vent, la charge a tracter, .... On connait la position du centre de gravité G.

En tenant compte des différentes hypothéses émises ci- dessous :

Hypotheses :

1) Nous ne tiendrons pas compte des frottements de roulement qui seront vu au Chapitre
12.

2) Les roues roulent sans glisser. Si un disque (roue) roule sans glisser, le point de
contact avec le sol ne se déplace pas par rapport au sol.

3) On néglige la masse des roues, donc leur moment d’inertie.

4) On utilisera la force d’inertie pour les équations.

on peut, sur ’ensemble de la voiture, définir ainsi les différentes forces qui s’y exercent (voir figure fig.
11.16.) et ainsi écrire les différentes équations. Soit :

(L) = Jl-ll+ls]=o

(L) = Wl ] -mlgl=o

fig.11.16. - Ensemble des forces s exer¢ant sur une voiture.

On remarquera immédiatement que c’est la force de frottement f 2 quifaitavancer le véhicule !

Etudions maintenant la dynamique de chaque roue. Sur la figure ci-dessous, nous avons isolé
chacune des roues d’un véhicule.
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fig.11.17. - Forces s exercant sur les roues.

11.8.1. Roue porteuse

Laroue porteuse est, comme son nom I’indique, faite uniquement pour supporter une charge f, ;.
Des lors, pour avancer - rouler - il faut quelle soit tirée par une force f,,.La réaction d’appui 7, estla

réaction du sol sur la roue. La force de frottement ]7 1 Dest en fait 14 gue pour empécher le glissement

de la roue. Elle s’oppose au mouvement de translation de la roue et, est donc, dirigée de sens contraire
a la force qui tend a faire glisser la roue.

Nous avons dés lors les équations suivantes :
(1) = Val-lul 7=
i) = B0
(L)rc = |

Et a cause de I’hypothése “masses des roues négligeables”, nous avons :
= Jo=0 = |7,]=00)

rraue = JCI 2

S

Sin

=

11.8.2. Roue motrice

Laroue motrice est, quant a elle, faite pour entrainer (vaincre) une charge f,, sousl’action d’un

couple moteur Cm . Les réactions d’appuis sont, évidemment 7, qui reprend la charge que supporte la
roue, ainsi que la force de frottement f 2 qui doit s’opposer au glissement de la roue. Cette force doit

donc étre dirigée dans le sens du mouvement du véhicule. En effet, le point de contact de la roue motrice
avec le sol, sous I’effet du couple moteur C,,, a tendance a glisser sur le sol dans le sens contraire a
I’avancement.

Dans le cas de la roue motrice, nous avons :
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(i) = ~Val+lfral-Val=0
(L) = Ji|-]7,.]=0

(L)c = =[G+ ]2 e =0
= ém‘:(uffzu-i_”fm )rroue

Il existe cependant une limite au frottement sans glissement fonction du coefficient de frottement
U, ainsi que du poids sur cette roue motrice puisqu’il existe une relation entre les 2 :

tangp = U, = Hff2”/”ﬁ2 ”

Au vu des équations, on en déduis aussi que pour un couple moteur donné, on a intérét a avoir
une roue motrice la plus grande possible pour une force de frottement donnée.
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