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CHAPITRE 4. GEOMETRIE DES MASSES

4.1. Description d’un systéeme matériel

4.1.1. Notion de point matériel

Les objets matériels qui, dans certaines circonstances, peuvent étre considérés comme petits et
dont la position sera repérée avec suffisamment de précision par trois coordonnées, seront appelés des
“points matériels” (dans certains cas, on pourra faire 1’hypothése telle qu’un objet, énorme a notre
échelle, le soleil par exemple, puisse étre considéré comme petit au sens ci-dessus). On appelle ainsi
“point matériel” un point doué de masse. Ce concept est donc une idéalisation, souvent utile, de la notion
familiére d’objet matériel.

4.1.2. Systémes matériels

On appelle “systéeme de points matériels”, ou plus simplement “systéme matériel”, tout ensemble
(fini ou non) de points matériels. Dans le cas des systémes constitués d’un nombre fini de points, on
appelle masse m du systéme matériel la somme des masses m; de chacun de ses # points :

m=Y m(éq. 4.1,

i=1

Dans les cas ou on est amené a idéaliser un objet par un ensemble de points matériels trés
nombreux et trés rapprochés les uns des autres (en faisant par exemple correspondre un point matériel
a chaque atome de I’objet), on facilitera les calculs pratiques en adoptant une représentation continue du
systéme, en associant a chaque ¢lément différentiel dQ2 (¢lément d’une courbe, d’une surface ou d’un
volume) une masse ¢lémentaire :

dm= p dQ)

p €tant la masse unitaire (respectivement par unité de longueur, ou par unité de surface, ou par unité de
volume).

La masse totale du systeme matériel S aura ainsi I’expression :

(éq. 4.3.)

4.1.3. Utilité de 1a géométrie des masses

La géométrie des masses regroupe les définitions et la recherche des propriétés d’un certain
nombre de parameétres caractérisant les systémes matériels. A tout systéme matériel on associe un point
appelé centre de masse et dont la connaissance fournit une information globale sur la situation du
systéme (le centre de masse est une sorte de point moyen du systéme). A tout systéme on associe aussi
une famille de paramétres appelés moments et produits d’inertie, qui caractérisent la dispersion (ou
inversement la concentration) des points du systéme autour d’un point, d’une droite ou d’un plan donnés.
Le centre de masse, les moments et produits d’inertie donnent donc une idée sommaire de la situation
et de la confirmation du systéme. On verra qu’en plus de leur role de caractérisation globale des
systémes, les paramétres étudiés dans la géométrie des masses jouent un réle fondamental et tout a fait
précis dans 1’étude dynamique des systémes.
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4.2. Centre de masse

4.2.1. Définition du centre de masse

A) Expression vectorielle

fig. 4.1. - Définition du centre de masse.

Considérons le systeme des n points A; (1< i < n ) et associons a chacun de ces points une masse
non nulle m,, par définition positive.

On peut définir un point G par la relation :

mOG =Y m; O4;3(éq. 4.5.)

i=1

soit encore :

0G =" =- (éq. 4.6.)

Ce point G est indépendant du point O qui sert a définir : en effet soit O, # O et G, le point
analogue a G mais déterminé a partir de O, :

- —
mO,G, = m; O,4,
m(010+ OGJ =>m (010+ OAlj

m0,0+m0G, =3 m 0,0+ m 04,
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= m0271=2m1. Oj4i=m(7G

et ainsi G, coincide avec G.

Le point G est dés lors défini sans ambiguité; on I’appelle “centre de masse”, ou encore “centre
d’inertie”, ou “barycentre”.

Remarques :

1)

2)

3)

4)

S)

Il peut étre utile de traiter certains problémes en y admettant partiellement des points

n
a masse négative, a condition que : Z m; =m >0, non nul, m étant la masse totale
i=1
du systéme).

Définition dynamique : On peut dire que la vitesse d’un systéme dans son ensemble
est la vitesse de déplacement dans 1’espace d’un point dont le vecteur position est
donné par I’équation éq.4.5.. Ce point est appelé centre d’inertie du systéme.

On peut encore définir G de fagon intrinséque (¢’ est-a-dire indépendamment du point
de référence O) par la relation :

Zmi G;Ii =0

ce qui revient a faire coincider 1’origine du systéme d’axes avec G.

Pour les répartitions continues de masses, les formules ci-dessus restent valables, a
condition de substituer aux sommes des intégrales :

m0G = [ 04 dm=[ 04 pdQ
N N

dQ étant un élément différentiel de courbe (fig. 4.2.a), de surface (fig. 4.2.b) ou de
volume (fig. 4.2.c) de masse unitaire p, localisé en A.

N
OA est le vecteur position du centre de gravité de I’élément dQ.

(a) (b) (c)

fig. 4.2. - Position du centre de masse.
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B) Coordonnées du centre de masse

Elles sont immédiates a trouver, a partir de la formulation vectorielle : pour un systéme de n
points A;, on a :

Remarque importante :

X6 ams VG am ©t Za am TEPTEsente les coordonnées du centre de la masse dm.

4.2.2. Centre de masse et centre de gravité

A) Champ gravifique uniforme

Soit un systéme de » points matériels A;. Sous I’action de la pesanteur, chaque point A; de masse
m; est soumis a I’action d’une force p, (poids du point). La résultante P de ces forces 7
n
P= z ﬁi
i=1

doit étre appliquée sur son axe central.

Définition : On appelle “centre de gravité” le point d’application de la résultante
des forces de pesanteur.

Si on suspend le systéme en un point A, (quelconque), en le laissant pendre sous ’action de la
pesanteur, il va prendre sa position d’équilibre (fig. 4.3.a); soit d, la verticale menée par A,.

On suspend ensuite le systéme par le point A,, et, a I’équilibre, on méne cette fois la verticale
d, par A, (fig. 4.3.b). Dans le cas ou le systéme est placé dans un champ gravifique uniforme (vecteur
accélération de la pesanteur, g, constant en grandeur et en direction), on constate que d, et d, se
coupent, en un point qui coincide avec le centre de masse G (et, comme le choix de A, et A, est arbitraire,

on peut en dire autant si on suspend le systéme par un autre point, par exemple A;; a 1’équilibre, la
verticale d, tracée par A, passe aussi par G).
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fig. 4.3. - Position du centre de gravité.

En effet, suspendre le systéme en A, et mener la verticale d, revient en fait a considérer en tous
points A; du systéme des vecteurs poids p, =m, g . Si le champ gravifique est uniforme, ces vecteurs
sont tous paralleles a la verticale (fig. 4.4.).

Leur résultante P = Z D= Z m, g située sur son axe central, doit passer par le point A, afin
i=1 i=1

de former avec la réaction d’appui f 4, un systeme de deux forces équivalent a zéro (P et f 4, doivent

étre des vecteurs réciproques). Or la droite d,, qui est donc I’axe central des forces p,, admet pour
équation (voir § 3.2.3. théoréme de Varignon) :

TfA1
z A:1 (m1)
b’l l A3 (m3)
| I A2 (m2)
Ai (mi) i p3
P P L é>2 y
[
____CilJI//Xdl
x yadi

fig. 4.4. - Expression analytique de la position.

Zx Di. Zx m; g Zx m,
X4, = pos
iq. 4.27.
Zy, Py 2 imig Zy, m, 4427
4 P, mg
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(la simplification par g ne pouvant se faire que si le champ gravifique est uniforme).

Ceci prouve bien que G, centre de masse, se trouve sur d; (puisque ses deux coordonnées
vérifient les deux équations ci-dessus). De méme, on montrerait que G appartienta d,, d;, ... d,. Le centre
de gravité d’un systéme matériel, sous I’hypothese énoncée, est ainsi confondu avec le centre de masse.

Remarque :
La généralisation pour les systemes continus est immédiate (il suffit de remplacer le

signe somme )’ par intégrale I , et on retrouve les expressions du § 4.2.1.B)).

B) Solide homogene

Un systéme S est dit homogene si sa masse unitaire p (par unité de longueur, ou par unité de
surface, ou par unité de volume) est constante pour tout élément différentiel dQ. Dans ce cas, on peut
écrire (pour les systémes continus par exemple) :

Idemdm ijdedQ ijdeQ
_S _s _s
oo [ am [ pac fao
s s s
_[Ydedm _[dedeQ ijdeQ
_s _S _S .
Yo = jdm = Ide = de (éq. 4.29.)
s s s
_[chmdm IZGdedQ IZGdeQ
_S _s _S
o [ am [ pac [ao
s s s

ce qui signifie que pour un solide volumique homogene, par exemple, le centre de masse est confondu
avec le “centre de volume”.

Remargue :
Dans la suite du texte, et sauf mention explicite du contraire, nous considérerons les

systémes matériels envisagés comme homogenes et placés dans un champ gravifique
constant.
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4.2.3. Systémes a symétrie matérielle

On appelle élément de symétrie matérielle d’un systéme, tout élément de symétrie (centre, axe
ou plan) du systéme a condition que deux points quelconques qui se correspondent soient affectés de la
méme masse (symétrie géométrique et massique).

Siun systéme de n points matériels posséde un élément de symétrie matérielle, le centre de masse
du systéme appartient a 1’¢lément de symétrie.

En effet, pour un systéme possédant un élément de symétrie matérielle, si le centre de masse G’
n’appartenait pas a cet €lément, il lui correspondrait son symétrique G”, qui serait aussi centre de masse
(fig. 4.6.). Or, le centre de masse est unique; il ne peut donc pas ne pas appartenir a I’¢lément de symétrie
du systéme.

fig. 4.5. - Systeme a
symétrie.

Lafigure fig. 4.7. regroupe quelques systémes dont on peut ainsi directement déterminer le centre
de masse.

% I

|
et Fo T 4
I

! sur axe —m|
] / | ’
|

I

fig. 4.6. - Systémes a symétrie.
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Application 4. 1. Déterminer le centre de masse d’un solide S constitué d’un huitiéme de sphere pleine
homogene, de rayon 7.

Solution :
Calculons d’abord la position du centre de gravité en x >

Application de la formule de base avec
dm=pdV (ici Q =V etp constant) :
P
J-dem dm P_[deV av ‘o
E E
xG = =
j dm P j dv r dx
£ £ -
En pratique pour le chois du dV on prendra une 0
“tranchouille” " perpendiculaire a I’axe 0 %
suivant lequel on cherche la position de G. Soit il
: X
1,
dV=—rr dx
4 fig. 4.7. - Application 4.1.
avec, dans le triangle OPQ), la relation, sachant
que :
OoP=r,
_ " = Pt =rf - x* z 4
00 =x N
P K
Résolution des intégrales ; 7 T
K 2 T
D [av =" = [P Z (17 - ") d dx \X
: 0 4 0 4 7
X Qy o
37" 3 3 =+ ' f y
Tl 210 | X Tl 3 1 Tr
= — 7 X —_ — =—\7, —— | = _ . .
4 0 [ ]0 |: 3 }0 4 ( 0 3j 6 fig. 4.8. - Application 4.1.

b) ledV aVV:%J-OrOx(rO2 —xz)dx

On trouve ainsi pour x :
4
I Xgg dV T

_E _ 16 _3n
j dv Ty 8
E 6
Un calcul analogue, suivant y et z, donnerait exactement les mémes valeurs :
3r,

X6 =Vg =26 =

8

D Tranchouille : tranche d’épaisseur infinitésimale (uniquement utilisé dans ce cours... €).
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Application 4.2. Déterminer le centre de masse d’un cone de révolution, homogene, de rayon de base
r, et de hauteur A.

Solution :
Position du systeme d’axe

Le centre de masse appartient a I’axe de symétrie du cone; z .
plagons dés lors notre systéeme d’axes avec Oz confondu
avec ’axe de symétrie, d’ou :
X =y5=0 h
Il reste a calculer z.
Ici aussidm = p dV avec p constant.
Application de [’équation de base .-)‘/
IZG w av
Zg = £ X
[av
. E . . fig. 4.9. - Application 4.2.
Prenons ici une “tranchouille” perpendiculaire a I’axe Oz et
dans ce cas-ci ce sera une “discouille” @ . Soit :
avec :
dV=nr’dz
ou :
ho ' o r=(h-2)2
h-z

Résolution des intégrales

2

a) IdeI:ﬂrz dz=.[:ﬂ(h—z)2 ;dez= 7o I:(hz —2hz+zz)dz
E

h2
T hzz—Zhi+ih:ﬁr02 (ﬁjzmﬁh
h? 2 3], A 3 3
h 2 o
b) szdVdej-Oz(ﬁrz)dzzﬂh};‘) Jo(hzz—2h22+z3)dz
E
2 27h 37" il 2 (4 4 4
sl L
h 2, 39, L4, h 2 3 4
_7rr02h2
12

ce qui nous donne :
g h* /12 _h
¢ rri h/3 4

@ Discouille : disque d’épaisseur infinitésimale (uniquement utilisé dans ce cours... €).
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4.2.4. Cas particuliers : les systemes rectilignes et les systémes plans

Si un systéme de n points matériels est contenu dans une droite (respectivement un plan), le
centre de masse G de ce systéme appartient a la droite (respectivement au plan) en question.

Autrement dit :

» si2D: on prend Oxy dans le plan de la figure
= zg =0:Zmi z,
» silD: On prend Ox suivant la “figure” linéaire

= V¢~ Zg zozzmi Ya :zmi Z4

Soient A, les points de masse m,, tels que :

m:Zmi>0

A2

(m2)
(m1)

id

fig. 4.10. - Systéme rectiligne.

Supposons que ces points soient contenus dans la droite d définie par le point O et le vecteur
unitaire 1 ; (fig. 4.10.). On a donc :

04, =k, 1, (k; est un réel)
De la on tire :
mOG=>"m OA, =>"m k1,

soit encore :

d

5G=_Zmi b3
m

ce qui prouve que G appartient bien a la droite d.

Pour le cas du systéme plan, la démonstration est analogue (a partir de deux vecteurs non
paralléles du plan, 1, et L).

Remarque :
Pour des systémes disposés suivant une courbe non rectiligne (respectivement une
surface non plane), le centre de masse n’appartient pas nécessairement a cette courbe

(respectivement a cette surface). Le centre de masse n’est pas nécessairement un des
points matériels du systéme.
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Application 4.3. Déterminer le centre de masse de deux
masses ponctuelles m, et m, disposées respectivement en A2 -~ d
A, et A, sur la droite d. (m 2 )
Al /
Solution :
Prenons ['origine O de la droite d confondue avec A, : //’ ( m 1)
des lors :
,_:/L fig. 4.11. - Application 4.3.
- - -
JG _m OA4, + m, OA, _m 04,
m, + m, m
- - - -
< mOG=m, 04, < mAG =m, 4,4,
5
- - - A G m
& (m +my) 4G =m, (A1G+GA2) = u=—2
m
EC

En particulier, si m, = m, le centre se trouve au milieu du segment; sinon il est toujours le plus
pres de la masse la plus lourde. (Régle des segments inverses).

Application 4.4. Déterminer la position du centre de gravité d’une surface 4 homogene constituée
d’un quart de disque de rayon r,.

Solution :

Choix du repere |

Pour une surface plane, on sait que G appartient au plan qui y

la contient; soit Oxy ce plan : il suffit de déterminer x et y.

Soit :

1 dy
j Y4 dA Alzz777777ZA\B
dA
Yo = DJ-T T To y
> 8,1, o

avec :

. . 1 x1s ig. 4.12. - Application 4.4.
» dA soit une tranchouille parall¢le a ’axe x : d4 = x dy T8 w

» Xx=r1,cosd
» y=r,sin = dy=r,cosfdb
Résolution des intégrales
2
a) .[dA dey I (ry cos8) (r, cos0)d6 = I (ry cos8)” do
avec (V01r cours de mathématique) :
) 1 :
= |cos"0dO=—(26+sin(26
J 1(20+5in(20)

et donc :

/2 )
jdA:roz {1(29+sin(29))} =1 |:l(2£+0j_0:|:ﬂ7’0
D 4 4\ 2 4

0

© J-P. Bauche - R. Itterbeek Mécanique - Géométries des masses -4.12-




3 (72 2 5| cos®o AR
b) '[deA dA=r; I sinfcos” 8dO=r; | - =0
0 3 3
D 0
et dés lors :

B vy / 3 47,
rrp /4 37z
On trouverait la méme valeur pour x, par un calcul analogue (existence d’un axe de symétrie).

G

Application 4.5. Déterminer le centre de masse d’un quart de circonférence homogene, de rayon r,.

Solution :

Remarque :
La circonférence (qui ne doit pas étre confondue avec un by
disque !) est une courbe non rectiligne; le centre de masse dx
n’appartiendra donc pas nécessairement a cette courbe. Il
faut ainsi calculer les deux coordonnées x et y.

Application de ’équation de base
I X g S

XG

=4t
de fig. 4.13. - Application 4.5.
1

avec, en prenant un arc de cercle infinitésimal ds :

ds=r,d6 (ou: ds=+dx* +dy*)

X =1, cost

Résolution des intégrales

a) st= Ioﬂ/zro df=r, [9]”/2 T
!

0 2
b) J‘deS ds=ry Ioﬂ/z cos@df=r} [sin O]Z/z =7}
!

ce qui entraine :
2

7, 7
X,=—1>r—=2-"
wr,/2 7
On trouverait la méme valeur pour y; (axe de symétrie a 45° par rapport a Ox).
. 2r, 2r ) N
Le point G (—2; =2 ) n’est donc pas un point de la courbe elle-méme.

b
v/
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4.2.5. Théorémes de Guldin ©®

A) Premier théoreme

Considérons un arc de courbe s homogene, dans le plan Oyz, et ne traversant pas I’axe Oz (fig.
4.14.). En faisant tourner cet arc de courbe autour de 1’axe Oz, on engendre une surface de révolution
dont ’aire 4, vaut :

(éq. 4.77.)

2rxrg représentant la longueur de la circonférence décrite par G, centre de masse de

la courbe s (le centre de gravité G ne se trouvant pas nécessairement sur la
courbe s).

fig. 4.14. - Premier théoreme de Guldin : principe.

Démonstration :
En effet, un élément d’arc ds engendre un tronc de cone dont I’aire
latérale dA vaut :

dA=2r yds

On obtient dés lors, si / est la longueur totale de la ligne :

|
A,=27zjyds=27zl %J‘yds i
! !

y fig. 4.15. - 1° théoréme de
§ Guldin.
=2rnlys=2rlrg

Premier théoréeme de Guldin :

La surface de révolution engendrée par une ligne tournant autour d’un axe a, situé
dans son plan et ne la traversant pas, est égal au produit de la longueur de la ligne
par la circonférence que décrit son centre de masse.

® Guldin Paul (Guldin Habakuk) , (1577 [Mels] - 1643 [Graz] : jésuite suisse, astronome et mathématicien.
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Application 4.6. Déterminer le centre de masse d’un quart de circonférence homogene de rayon r,
(voir application 4.5.) en supposant connu la surface extérieure d’une sphére, soit : 4

_ 2
sphe‘re_47z-r0 .

Solution :
La piece est symétrique :

/
X6 =JVe y

Appliquons le premier théoréme de Guldin

En faisant tourner le quart de circonférence autour de Oy, on
engendre une surface hémisphérique :

A, =2nrrl
l(47rr02)=27rx6 (7”0]
2 2 fig. 4.16. - Application 4.6.
ce qui donne :
27,
Xe=—=JV¢

déja trouvé précédemment.

Application 4.7. Rechercher la surface latérale 4; d’un tore

(surface d’une chambre a air ou d’un donuts) dont on connait :
» le rayon de la circonférence r = 010 m

» le rayon d’enroulement R =025m.

Solution : x
Appliquons le premier théoréeme de Guldin g 417 Application 4.7,
A=2rnr;l
=27z><R><(27rr)=47r2 Rr

=4x 72 x025%x01=099 ~1m*
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B) Second théoréeme

Second théoréme de Guldin :
Le volume de révolution engendré par une surface tournant autour d’un axe, situé

dans son plan et ne la traversant pas, est €égal au produit de 1’aire de cette surface
par la circonférence que décrit son centre de masse.

fig. 4.18. - Second théoreme de Guldin : principe.

Démonstration :
Un élément de surface dA4 engendre par sa rotation un volume élémentaire :

dV=2rydA
et ainsi, on obtient :

VAzznjydA=2;rA %jydA
E E

%/_J
Ye
=2ny; A
=2rnrg; A
Remarques :

1) On peut évidemment, par Guldin,
»  soit trouver 7 si on connait le volume
»  soit trouver le volume, si on connait r,
2) Pas de troisiéme théoréme de Guldin... car si on fait tourner un volume nous avons la 4™

dimension...

© J-P. Bauche - R. Itterbeek Mécanique - Géométries des masses -4.17 -



ry (voir application 4.4.) en supposant connu le volume d’une sphere : V,

Application 4.8. Déterminer la position du centre de masse d’un quart de disque homogene de rayon

_ 3
sphére —E””o .

Solution :
La piece est symétrique :

X6 =JVe

Appliquons le second théoréme de Guldin
En faisant tourner le quart de disque autour de Oy, on
engendre un volume hémisphérique :
V,=2nr; A

1(4 3j [ﬂrozj
—|—7zr | =27x
237 “\ 4

ce qui donne :
_4r,
Y
déja trouvé précédemment.

Xg =Yg

r
X
03-

O
fig. 4.19. - Application 4.8. - Solution.
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4.2.6. Principe de subdivision

Siun systeéme S de n points matériels A, peut se subdiviser en un nombre fini de sous-ensembles
disjoints, son centre de masse s’obtiendra a partir des centres de masse des sous-ensembles, chacun de

ceux-cl étant doté de la masse totale du sous-ensemble.

C’est évidemment un cas particulier de 1’expression (éq. 4.6.).

Application 4.9. Déterminer la position du centre de masse
d’une plaque homogéne en forme d’équerre, de dimensions 1

précisées ci-contre.
A

Premiére solution :
Constatons que la symétrie matérielle de la piece entraine b

X6 =Vg-
¥

Principe de subdivision |< a ’l
Décomposons la surface en deux rectangles A, et A,,
de centres de masses et de surfaces immédiatement fig. 4.20. - Application 4.9.

connus :
A =ab
avec : y
X, = é et -4 *
G =5 Y, 5 b
et —j—l ' '
A, =(a-b)b Al
avec : 2
[a _ bj . al [ C1X I\J
X, =a- e =—
G, 2 sz 2 G.2 b
.. 5 a : I
Application de la formule de base !:-. :! X

A x5 + 4, x
_ 176G 276 fig. 4.21. - Premiére solution.

o= A+ A4,

b a-b
(@t)” + (a-0)o(a- "]
(ab)+(a—b)b

=a2+ab—b2

4a-2b
En appliquant la formule pour y, on trouve la méme valeur que pour x,.

-4.19 -
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Deuxiéme solution :

Principe de subdivision
11 est également possible de décomposer I’équerre en
un carré A, (de coté a) moins un carré A, (de coté
(a - b) ), de centres de masse respectifs G, et G,. Ceci

revient a dire qu’il faut considérer A, comme une
surface “négative” :

A,=a’
avec :
3 _a
X6, = Ve, —5
et
A, =—(a—b)2
avec :
~ _(a+b)
X6, = Vs, = 5

Application de la formule de base

——M{---
P a3 Faa,
a €3
b
F
P —

fig. 4.22. - Deuxieme solution.

Ay xg Ay xg, 2

a2a+(—(a—b)2) ath

j _aerab—b2

Yo =—— = .
3+ Ay a2+(—(a—b))

Ce qui confirme le premier résultat.

Troisiéme solution :

Calcul integral
Le méme résultat aurait pu étre obtenu par calcul
intégral, comme précédemment : sans détailler tous
les calculs, on peut écrire :

Lot (4

K Gdd _Joxadx+jbxbdx

° IdA ) .[:adx+J.:bdx
D

2 0 2 b
ax]; +b[x];
a*+ab-b*

4a-2b
Et de méme pour y,.

4a-2b

a

™=

fig. 4.23. - Troisieme solution.
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Quatriéme solution :

Graphostatique y
Remarquons que G peut étre déterminé de fagon
purement graphique : il appartient a 1’¢lément de * b

symétrie matérielle (par § 4.2.3.) et appartient a la e y
droite joignant G, a G, (par § 4.2.4.). . Ay // ’
D’autres décompositions auraient pu convenir (en G G NA>
deux autres rectangles, par exemple). a :
7y B3 b
| . S L
Cinquieme solution : ¥ : o

Théoréme de Guldin l a ! X
Cherchons la position de G suivant 1’axe Oy. ' :
Utilisons la formule de base (second théoréme). Soit : fig. 4.24. - Quatriéme solution.

V,=2rmr; A
V, : représente le volume engendré par la rotation de toute la surface A autre de 1’axe x.

re : représente la position, suivant y, du centre de gravité de toute la surface A4.
A :lasurface totale.

Recherche du volume y
Nous allons aussi utiliser le second théoréme de 3
Guldin pour trouver le volume total de révolution. Il b
est clair que nous pourrions utiliser d’autres méthodes o f——
pour cette recherche. : Ay
a 2
1) VA1=27Z(—) ab):ﬂa b A
2 ( a Gy = ; :
— b _ 2 Gy |b
VAZ—27Z(Ej((a—b)b)—7r(a—b)b ‘ E
E ¢ 1 —L =T
V.=V, +V, =7rb(a2+ab—b2) : i 1 X
! 2 1 1
1 1
2) A=(ab)+(a-b)b ! P
14 ' F--a
3 V,=2nx A = —__ 4 i
)V, Yo Yo 27 A ! :
bla* +ab-b?) 2 : S :
Vg = i (a “ ) _a ta b-b fig. 4.25. - Cinquiéme solution.
27b(2a-b) 4a-2b

Et de méme pour x;.
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4.3. Moments d’inertie

4.3.1. Introduction
Le centre de masse (gravité) permet de réduire un solide (surface ou ligne) en un point.

Cependant, la répartition des masses (surfaces, lignes) autour de ce centre de masse a aussi son
importance. C’est la notion de “moment d’inertie”.

En effet, par exemple, deux masses de 1 kg séparées de 1 m vont “réagir” différemment a leur
mise en rotation que si les deux masses étaient séparées de 2 m. Pourtant les systémes ont le méme centre
de gravité. En résistance des matériaux, disposer une poutre rectangulaire sur 2 appuis “d plat” ou sur
sa “tranche”, aura un effet direct sur la déformée de celle-ci.

4.3.2. Définition du moment d’inertie

On appelle moment d’inertie du systéme par rapport @ un élément de référence r, qui peut étre
un point, une droite, ou un plan, la somme des produits des masses élémentaires du systéme par le carré
de leur distance a 1’élément de référence r. Soit :

Le moment d’inertie caractérise ainsi grossierement la dispersion des masses autour de [ ’élément
de référence : il est d’autant plus grand qu’il y a plus de masses élevées a grande distance de 1’élément
de référence r (point, droite ou plan, selon le cas).

fig. 4.26. - Moment d’inertie.

Dans le cas d’un systéme matériel S continu, nous aurons la définition suivante :

2
Jo=[d dmgy 4114y Fe
N

dans laquelle d désigne la distance entre le centre de gravité de la masse élémentaire dm et |’¢lement
de référence r (dans le cas de la figure fig. 4.26. r est un axe).
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Pour calculer les moments d’inertie axiaux, la distance de la masse dm aux axes peut étre
exprimé par les coordonnées (x; y; z) de cette masse infinitésimale. De cette fagcon, les moments d’inertie
par rapport aux axes X, y et z seront déterminés par les formules :

(éq. 4.115.)

J, :.[(y2 +22)dm J, :J‘(z2 +x2)dm J, :J.(x2 +y2)dm
s s s

Et pour un systéme discret de n points matériels :

Jx:Zn:’"f (v +27) Jy:imi (27 +7) JﬁZn‘,m,» (7 + 27 )i égq. 4.116)
i=1

i=1 i=1

Application 4.10. Trois points matériels de masses 3, 5 Z
et 2 kilogrammes sont situées respectivement aux points 3
A (-1;0; 1), B (2; 1; 3) et C (-2; 2; 1). Les coordonnées B ,; c
sont en métres. Trouver les moments d’inertie par 2
rapport a chacun des axes de coordonnées. |
1-
Solution : ~1 Y

Moment d’inertie par rapport a l’axe x : 1 / -
Par définition : 5
szzmi dizzzmi (yiz—i_ziz) X
=3(02 +12)+5(12 +32) +2(22 +12)
=63 kgm’

fig. 4.27. - Application 4.10.

Moment d’inertie par rapport a l’axe y :
Par définition :

Jy=yom () +27)=3(1 +17)+5(27 + 3+ 2(27 +17) =81 kem’

Moment d’inertie par rapport a [’axe z :
Par définition :

Jo= Y m (x7 + 97 )=3(17 +07)+5(27 + 17)+2(27 +27) = 44 kg’

Application 4.11. Ci-contre une pyramide a base carrée de y

coté ¢, de hauteur 4 et de masse volumique p constant. On

demande de calculer son moment d’inertie par rapport a c

laxey. o|c

(0] ~ T e——— Ll ] x
Solution :
Moment d’inertie par rapport a [’axe y
Appliquons la définition (formule éq. 4.115.) :

J, = j (xz + 22) dm fig. 4.28. - Application 4.11.

© J-P. Bauche - R. Itterbeek Mécanique - Géométries des masses -4.23-



Dans notre cas, prenons un dm perpendiculaire a I’axe x et a I’axe z (voir figure fig. 4.29. ci-
dessous). Soit :

dm=pdV =p(2y)dxdz
Recherchons la relation entre x et y : y

x_y o . _xc
K o2 Yy

Et donc:
= )2 e

-xc/2h
+£
n x3 e xcz>| 2h
J =2 — d.
y pjo{ o2 3} :

x4c4
_2’)! Eth T an dx

fig. 4.29. - Solution.

5 2 5 47" 3 2 4
h h
J,=2p X c2+x c4 =2p[ ¢ . cj
104 1204 |, 10 120
Sachant que :
c h
3
On trouve :
2 2
J,=m (3 U + c_]
’ 5 20
Et dans le cas ou ¢ =~ 0, ¢’est-a-dire une pyramide “mince”, nous obtenons :
3h
J,=m

Application 4.12.

cylindre plein homogene, de hauteur % et de rayon r,, par
rapport au plan Oxy. Le systéme d’axes est centré en G,
centre de masse du cylindre. Calculer ensuite le moment
d’inertie de ce cylindre par rapport a I’axe Oz.

Calculer le moment d’inertie d’un

Solution :

a) Moment d’inertie par rapport au plan Oxy

On prendra une tranchouille (dans ce cas-ci :
discouille) perpendiculaire a la distance d, distance
entre le plan Oxy et dm.

Dans notre cas, la masse volumique p étant constante, on peut donc écrire :

dm:p(ﬂ roz)dz
Appliquons la définition :

fig. 4.30. - Application 4.12.
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oy =115 e 2 e

) [ h/2 5
=prr, I—h/2 z7 dz
n’ h*

_— m JRS—

12 12

m représentant la masse totale du cylindre.

_ 2
=PI

b) Moment d’inertie par rapport a l’axe z
Appliquons la définition (formule éq. 4.115.) :

J, :J.(x2 +y2)dm:Ir2 dm
E E

Dans ce cas-ci on prendra donc une “cylindrouille ¢
” perpendiculaire a la distance d (axe z - dm).
Avec :

dm=pdV=p((27zr)hdr)
D’ou:

J, ZpZﬁhJ‘(:or3 dr

4 2
:pﬂ'zhr() :(,07[”02}1)%
:lmr02

fig. 4.32. - Résolution b).

@ Cylindrouille : cylindre d’épaisseur infinitésimale (uniquement utilisé dans ce cours...&).
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4.3.3. Moment d’inertie d’un corps de révolution

Un corps de révolution est un solide engendré par la
révolution d’une surface autour d’un axe.

Dans le cas de larecherche d’un moment d’inertie d’un corps
de révolution, on peut se servir de la connaissance du moment
d’inertie d’un cylindre par rapport a son axe de révolution (voir
Application 4.12.) pour se faciliter la tache.

En effet, considérons le volume de révolution de la figure ci-
contre (fig. 4.33.). En découpant ce volume, non pas en cylindres
minces, mais en disques minces, on peut utiliser le résultat trouvé
précédemment. Soit :

oo’

J— =;[%r2 dmzélrz pdV

1 H 2 2
== _[ rp (ﬂ' r dh) fig. 4.33. - Moment d’inertie d 'un
270 volume de révolution.

Tl ,
J— ZEIO r* pdhi(éq. 4.137.)

Si I’on connait » et p comme fonction de 4, on peut calculer le moment d’inertie du corps de
révolution.

Application 4.13. Calculer le moment d’inertie d’un cone plein homogene de masse m, par rapport a
son axe de révolution.

Solution :
Corps de révolution
Utilisons la formule éq. 4.137., soit :
H
=z j r* pdh
0

00" " 5

Avec dans notre cas :
»  p:constant

Iy
> ]/‘:—Oh

H H
D’ou:
T Iy !
0 4

— =—pl— h™ dh i
00 =5 ( Hj 0

oz 7y H’

- 5 P E ? fig. 4.34. - Application 4.13. résolution.

Si I’on tient compte de ce que le volume du
cone est égal a :
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cone

|
=—xry H
3
On peut écrire le moment d’inertie du cone comme étant :
3 2
Jw = B m }"0
m étant la masse du cone.

4.3.4. Théoréme de Konig-Huyghens (changement d’axe)

Le théoréme de Konig © - Huyghens © (aussi appelé théoréme du changement d’axe) permet
de calculer un moment d’inertie par rapport a un axe paralléle a un axe passant par le centre de gravité
de la surface et dont on connait déja le moment d’inertie.

De par la définition du moment d’inertie, on remarque que les valeurs des moments d’inertie d’un
systéme matériel S dépendent du point (ou droite, ou plan) par rapport auquel on les calcule.

Soient a et a; deux droites paralléles, a. étant la droite passant par le centre de masse G du solide
S fig. 4.35..

fig. 4.35. - Théoreme du changement d’axe.

Par chaque point A;, conduisons un plan perpendiculaire a ces deux droites, et appelons B; et C;
- - -

les points de percée respectifs. Le vecteur C, B, estidentique pour chacun des points A, : soit C;B, =d .
Dés lors, par construction et par définition du produit scalaire, on a :

® Konig (Koenig), Samuel (1712 [Biidingen] - 1757 [Zuilenstein]) : mathématicien allemand.

©® Huygens, Christiaan (Huygens Christianus - Hugenius Christianus), (1629 [La Haye] - 1695 [La Haye]) : mathématicien,
astronome et physicien néerlandais.
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-

Jo=Sm |4 B =Y m 4B, ¢ 4B,
=Y m (Ajcl. + CjBl.) . (AjCl. + C:Bl.)

- - - - - -
=Y m 4,C e 4,C + > m, C,B,*C.B, +2% m; 4,C, ¢ CB,

- d—
Smlaclt

- -
Jy =J,, +mdio+2|> " m 4,C, |eCB,
G aaG
0
z m, 4,C, = 0 n’est autre que la projection sur un plan normal a a, de la relation de définition

du centre de masse. Autrement dit : les masses sont réparties de fagon égales autour du centre de masse
G. Dés lors :

Notations :  J, moment d’inertie par rapport a I’axe a kgm?
J moment d’inertie par rapport & un axe passant par le kgm?
centre de gravité de la masse m et // a’axe a
J, g est aussi appelé “moment d’inertie propre”

daaG distance séparant les 2 axes m

Définition :

Le moment d’inertie d’un corps par rapport a un axe a donné est égal au moment
d’inertie par rapport a un axe paralléle au premier et passant par le centre de masse
du corps (moment d’inertie propre) augmenté du produit de la masse totale du
corps par le carré de la distance entre les axes.

On en déduit I’importante propriété : de tous les moments d’inertie d’un systéme par rapport
a tous les points de ’espace, le plus petit est celui calculé par rapport au centre de masse.

Le centre de masse est donc le point (manifestement unique) qui rend minimum le moment
d’inertie par rapport a lui.

Application 4.14. Calculer le moment d’inertic d’un cylindre plein
homogéne, de hauteur /4 et de rayon r,, par rapport a un axe a tangent a
une génératrice du cylindre.
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Solution :
Application du théoréme d’Huyghens :

J,=J,. +md>

a Oz

1 . .
Pour le calcul de J,, = 5 mr; voir application 4.11.
D’ou :

1 2 2 3 2
J,=—mry; +m(ry) =—mr,
5 Mo (o) 5 Mo

a

fig. 4.36. - Application 4.14.
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4.3.5. Rayon de giration

Pour un systéme de masse totale m et de moment d’inertie J, par rapport a un point (une droite,
un plan), on appelle rayon de giration par rapport a ce point (cette droite, ce plan), la longueur i, définie
par :

(6q.4.153) m

Il exprime la distance a laquelle il faudrait placer toute la masse m par rapport a 1’axe de
référence afin d’avoir une inertie équivalente. Grace au rayon de giration, on peut assimiler le moment
d’inertie du solide a celui d’un point doué d’une masse ¢gale a celle du solide a placé a la distance i, ,
de la référence.

4.3.6. Moment d’inertie polaire

Le moment d’inertie polaire est le moment d’inertie par rapport a un pole O (point),
généralement le centre du systéme d’axes utilisés.

De par la définition du moment d’inertie, le moment d’inertie polaire s’écrit :

JO=J.,02 dm ou pr m,

N

Avec p la distance du pole O a I’¢lément de masse dm.

Sachant que p* = x> + y* + z*, le moment d’inertie polaire peut aussi s’ exprimer par la demi
somme des 3 moments d’inertie par rapport aux 3 axes orthogonaux passant par le pdle O :

(éq. 4.156.)

4.3.7. Produit d’inertie (moment d’inertie centrifuge)

Il sera utile aussi pour la suite de définir les trois produits d’inertie J,,, J,, etJ_, soit :

Jy =Ixydm ou ixi y; m;

S i=1

J . =Iyzdm ou Zn:y,- z, m;
s

(éq. 4.157.)

i=1

n
J, =Ixzdm ou le- zZ, m;

S i=1

D’ou leur signification en mécanique : les moments d’inertie centrifuges J, et J,, caractérisent
le degré de déséquilibre dynamique des masses du corps lorsque celui-ci tourne autour de [’axe z.

Autrement dit, pour qu’il y ait équilibre complet, autour de 1’axe z, il faut remplir les conditions
suivantes :
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J.=0etJ, =0.

L’axez, pour lequel les moments d’inertie centrifuges J,. et J,, (c’est-a-dire ceux dont les indices
contiennent le symbole de cet axe) sont nuls, s appelle [ ’axe principal d’inertie du corps par rapport au
point O.

De ce qui vient d’étre dit il résulte que si un solide admet un axe de symétrie, ce dernier est axe
principal d’inertie du solide pour tout point de cet axe.

Par exemple, si le plan Oxy est plan de symétrie matérielle du corps, I’axe z sera I’axe d’inertie
principal par rapport au point O car alors, pour chaque particule du corps de coordonnées X, y, z, il y a
une particule symétriquement disposée de coordonnées x, y, z, et par conséquent, les sommes (é¢q.4.157.)
seront ¢gales a zéro.

L’axe principal d’inertie qui passe par le centre d’inertie du corps est appelé Axe Central
Principal d’Inertie (A.C.P.1.) (voir § 4.3.7.).

On peut aussi appliquer le théoréme de Huyghens (changement d’axes) aux produits d’inertie
ce qui donne que:

Le produit d’inertie d’un corps par rapport a 2 axes donnés est égal au produit
d’inertie par rapport aux axes paralléles aux premiers et passant par le centre de
masse du corps (produit d’inertie propre) augmenté du produit de la masse totale
du corps par le produit des distances entre les axes.

Jap = I +md - di -3 éq. 4.160.)

Notation : e produit d’inertie propre kgm

4.3.8. Moments d’inertie par rapport a toutes les droites issues d’un point

Soit un triedre Oxyz et une droite a passant par O (fig. 4.37.).

fig. 4.37. - Moment d’inertie par rapport aux droites issues d 'un point.

Si 1, est le vecteur unitaire de la droite a, ses composantes vaudront :
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a,=|1, cosa”: cosa
a,=|1, cosﬂ”zcosﬂ
a, =1, cosy”zcosy

Le moment d’inertie par rapport a la droite a vaut :
L2
Jo= Y mdl =% m |48
=>'m, (L x OAJ . (Tﬂ X OAl)
En effet :

- -
il45]

N -
an%=@MQQmw=
Et donc en développant :

J, :Zml. ((ay z, —a, yl.)2 +(az X, —a, z,.)2 +(ax Y, —a, xi)z)

2 2 2 2 2 2 2 2 2
_zm ax(yi +zl.)+ay(zi +x,.)+az (.Xl- +yi)
- i

-2a,a,y,z,-2a,a,z x;,-2a,a,x;y,

2 2 2
J,=Jo, 008" a+J,, cos” f+J,, cos”y

(éq. 4.166.)
—-2J,, cosacosf-2J, cosfcosy —2J_ cosycosa

J, varie ainsi avec la direction de la droite a.
Il existe trois directions (orthogonales entre elles) parmi toutes celles issues du point O, pour
lesquelles le moment d’inertie correspondant est un extremum local. Ces trois directions sont appelées

axes principaux d’inertie en ce point.

Si le point considéré est le centre de masse G, ces trois directions seront appelées axes centraux
principaux d’inertie (en abrégé A.C.P.L.).

4.3.9. Cas particuliers : les systémes plans

Le cas des systémes plans est singuliérement important : on verra dans le cours de Résistance
des Matériaux pour quelles raisons on est amené a devoir connaitre des moments d’inertie de figures
planes, qui sont en général des sections de poutre.

Prenons pour plan Oxy le plan de la figure. Une surface plane étant par définition “continue”,
on va associer a chaque point A (X; y) (sa coordonnée en z étant toujours nulle), un élément de masse
dm=pdV = pldA, avec dA élément infinitésimal de surface (fig. 4.38.).
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fig. 4.38. - Systemes plans.

On pourra ainsi définir des caractéristiques de surface, au lieu de masse.

A) Moments de surface (moment d’inertie statique ou quadratique)

Au regard de la formule égq. 4.115., on constate que si la coordonnée z=0 les formules
deviennent :

Remarque :

On utilisera comme symbole pour le moment d’inertie plan “I’’; “J” étant réservé pour
symboliser le moment d’inertie de masse.

(éq. 4.169.) (m*)

Notations : I, moment d’inertie par rapport a I’axe x 4
dA surface infinitésimale 2

33

2 distance entre I’axe x et le centre de gravité de la surface
Y6 aa dA
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Application 4.15. a) Quelle est le moment d’inertie propre d’une section rectangulaire, de hauteur 4
et de base b ? b) Quelle sera son moment d’inertie par rapport a sa base b ?

Solution :
a)Moment d’inertie propre

Application de la formule de base en positionnant le systéme
d’axe sur le centre de gravité G. On prendra un tranchouille ﬁ dy
perpendiculaire a 1’axe x, donc suivant y. Soit :

dA=bdy
Et en appliquant la formule de I’inertie :

+h/2 +h/2
I = 2 d4= bd
. j—h/2y J-—h/2y Y

3 +h/2
:b{y_}
3 -2
b’
12

b) Moment d’inertie par rapport a sa base b

Application de la formule de base en positionnant I’axe Ox

sur la base b :

1, :I(:hyz dA:J‘OJrhyzbdy

3 +h
o5
0
b’
3

Y | /dA

h

<

hauteur

base = b

fig. 4.39. - Application 4.15. a)

. /dA
f oy
.E .
I y
|
5
=
3
(i8]
=
X
base = b

fig. 4.40. - Application 4.15. b)

asabase b ?

Application 4.16. Quelle est le moment d’inertie d’une section triangulaire, de hauteur 4, par rapport

Solution :

Moment d’inertie par rapport a sa base
Plagons 1’axe Ox sur la base du triangle
et par définition :

h oo
I, = j v
Avec :
dA=edy
(Tranchouille perpendiculaire a I’ axe x)
E = h__y & e=h (h_—y)
b h h

dy

e

pd N <

Ll L L LDl L

y | X

b

fig. 4.41. - Application 4.16. Solution.
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D’ou:

1X=j:y2b£éizjdyzg{[h%;}:_{%;Ij

_bh bR bR
3 4 12

Cas particulier :

Dans le cas particulier de figures planes ayant un coté
rectiligne continu, on peut utiliser le résultat de I’Application y A = f(x)
4.15. si I’on recherche le moment d’inertie de ces figures par y =/x
rapport, justement, a cette base rectiligne. /L ; |

En effet, si nous prenons des tranchouilles verticales, ¢ y \?/ A
on peut utiliser la formule trouvée aub) de I’Application 4.15.. o) / X
Soit : el

ax.

L 4.42. - Moment d'inertie d. p
] = _j , fig. 4.42. oment d’inertie de figures planes
3 v dx (éq. 4.178.) par rapport a leur base rectiligne.
D

SiI’on connait la fonction y = f (x) , on peut calculer plus facilement le moment d’inertie de la

surface.
Application 4.17. Trouver le moment d’inertie de la surface y
homogéne limitée par : y=sinx et ’axe x (prendre
0<x<7m).
o X
It
Solution :
Recherche du moment d’inertie par rapport a l’axe Ox fig. 4.43. - Application 4.17.
Utilisations de la formule des “rectangles” :
]x = l J- y3 dx y
3 D %
1o, Y
=— I (sm x)3 dx
30 o k X
1[ 1 3}” | Hedx n
=—|—cosx+—cos” x
3 3 0 fig. 4.44. - Solution.
_4
9
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B) Théoréme de Kénig-Huyghens (changement d’axe)

11 s’énonce comme suit (fig. 4.45.) (équivalent au § 4.3.4.) :

I, =16+ Ad>$(éq. 4.181.)

Notations : I

G moment d’inertie par rapport a 1’axe passant par le m

centre de gravit¢ G de la surface (connu) (moment

d’inertie propre)

I,
A surface de la section
d— distance séparant les deux axes

moment d’inertie par rapport a un axe parallele a Ox m

fig. 4.45. - Théoréme de Kénig-Huyghens.

L’application du théoréme d’Huyghens est intéressant afin de calculer I’inertie d’une surface
complexe en la décomposant en éléments de base dont on connait déja 1’inertie par rapport a leur propre

centre de gravité.

Application 4.18. Calculez le moment d’inertie d’un rectangle de
base b et de hauteur / par rapport a un axe passant par sa base en
connaissant 1’inertie de ce rectangle par rapport a son centre de

gravité (moment d’inertie propre). (I, =b h’ / 12).

Solution :
Appliquons le théoreme d’Huyghens

I,=1.,+Ad>
3 2
_bh +(bh)(ﬁ]
12 2
b’
3

=h

hauteur

fig. 4.46. - Application 4.18.
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Application 4.19. Rechercher la position du centre de gravité¢ G de la
poutre composée d’un IPE 200, d’un UPN 120 et d’un carré de 50.
Rechercher ensuite le moment d’inertie maximum par rapport a ce centre —
de gravité.

(2) ——a

()
IPE 200 )

Solution :

Décomposition en 3 parties
» le IPE 200
» le carré de 50
» le UPN 120 L

Les données du catalogue sont les suivantes :
» IPN 200 (200 x 100 x 5.6 x 8.5) (3)

1o o =1943 cm’ UPN120

]axe Juible = 142.4 cm?* fig. 4.47. - Application 4.19.

A=285cm*
» UPN 120 (120x 55x 7x 8.72)
I =364 cm*

4
Iaxe faible = 432 cm

A=170cm’
Position du centre de gravité par rapport a la base de la semelle : 1.61 cm

axe fort

axe fort

Recherche du centre de gravité G
Prenons comme référence pour calculer la position du centre de gravité G, le centre de gravité

du CEI”.
A4; (em?) yi (cm) S, =4,y (cm’)
1 28.5 0.00 0.00
2 | 5x5=250 2.5+ 10.0 = 12.50 312.50
3 17.0 161 - 10.0=-11.61 -197.37
¥ 70.5 115.13
2 Ay, 11513

= = =1.63cm
YoTTSTA T 705

Cela revient a dire que le centre de gravité G de la poutrelle composée, si on prend comme
référence le centre de gravité du “I”, “monte” de 16.3 mm.

Recherche du moment d’inertie
Application du théoréme d’Huyghens
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L g (cm®) A4; (em?) d,; (cm) 4;d5; (em")
1 1943.00 28.5 1.63 75.72
h4
2 5 =52.08 25.0 10.87 2953.92
3 43.20 17.0 1.6+10+1.6=13.20 2962.00
) 2038.28 5991.64

L’inertie totale vaut :
Loy =1, p+A4 d},

=203828 +5991.64 = 8029.92 cm*

x Tot

C) Produit d’inertie

I,=[xydd (éq. 4.194,)
D

D’autrepart: [ _=1_=0

Le produit d’inertie est / 'image de la symétrie de la surface. Autrement dit, si la surface possede
au moins un axe de symétrie, le produit d’inertie propre de la surface, par rapport a cet axe de symétrie,
estnul. Donc : 7, =0 si Ox et/ou Oy est un axe de symétrie.

Application 4.20. Calculez le produit d’inertie d’un rectangle par rapport a deux de ses cotes.

Solution :

Application de la formule de base y I
Soit : l
Ly =\ Xgas Vgas d4 dy
y £ g g - Q
Avec : I = %
dA = dx dy qs; X Nax
D’ou: S
Ixyzﬂxydxdy 2
D
Intégrale double. =
b h T
IxyZJOde_[Oydy base = b
b2 K2 (b hj 2 fig. 4.49. - Application 4.20. - Solution.
22 2
Remargue :
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Sinous avions calculé le moment d’inertie par rapport a 2 axes perpendiculaire passant
par son centre de gravité G, nous aurions trouvé “0”. En effet :

+b/2 +h/2
I”G” _I—b/Zde-'. h/Zydy_ 0

Application de la formule du changement d’axe
Nous aurions pu aussi utiliser le théoréme de Huyghens appliqué aux produit d’inertie. Soit :
I,=1,,+A4d, pd

xxP %y yP

h b

(%)

D) Inertie polaire

De par la définition générale :
I,= ! I +1 +1
o~ E( x + y + z)

Mais iciavec: I, =1, + 1, puisque nous sommes en 2 dimensions. D’ou :

Application 4.21. Quelle est le moment d’inertie polaire d’un disque plein homogéne, de diamétre d,
par rapport a son centre ? En déduire le moment d’inertie par rapport a 1’axe x.

Solution :

Application de la formule de base Vi d
On prendra un tranchouille perpendiculaire au rayon » et donc :
oo, o,
Io_jp dA_jO r? (27 rdr) dr
D r 9
dj2
o ﬁ / _nd 4 o
41, 32
Définition de [’inertie polaire
I,=1+1,=21 (Symétrie) fig. 4.50. - Application 4.21.
* Y x résolution.
4 4
- ]XZI_O:ﬂd /2:7rd
2 32 64
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E) Rayon de giration

Par définition le rayon de giration i, (par rapport a un axe de référence r) est :

(éq. 4.209.) m

En résistance des matériaux, i1 quantifie le rapport entre la rigidité d’une section en flexion par
rapport a la rigidité en compression et apparait ainsi naturellement dans les calculs de 1’¢lancement des
poutres au flambage.

Remargue :
L’indice dont est affecté le symbole du rayon de giration représente 1’axe par rapport

auquel il est mesuré perpendiculairement. Par exemple i, , est mesur¢ perpendi-
culairement a I’axe x.

F) Axes centraux principaux d’inerties

Si on veut connaitre le moment d’inertie par rapport a la droite a, passant par 0, il suffit
d’appliquer la formule du paragraphe §4.3.7. (éq. 4.166.) en constatant que = 7/2 — « etque y = 7/2

(fig. 4.51.) :

fig. 4.51. - A.C.P.IL

I,=1,cos’ a+ I, sin” o — I, sin(2 a) (éq. 4.212.)

La droite a sera un axe principal d’inertie si I, est soit maximum, soit minimum. Sa direction
o peut étre déterminée :

dl

a

da
soit encore :

(Iy - Ix) sin(2 ) =21, cos(2 a)

etsi [, #1:

=0=-27 cosasna+21, sinacosa-21, cos(2a)

21,

2g)e 9
tan(2 o) Tl
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> $(éq. 4.217)

21
azlarctan S i E
2 I 1.

y

Iy a donc deux axes principaux d’inertie, passant par O, et ils sont perpendiculaires entre eux.
Dans le cas ou O est confondu avec G, centre de masse du systéme, on en conclura qu’il existe deux axes
centraux principaux d’inertie, perpendiculaires entre eux. (Exceptions cependant les cercles et le

carré.)
Remargues :
1) Si I =1, alors a=*r/4;
2) Si soit I’axe Ox, soit I’axe Oy est un axe de symétrie
matérielle dusystéme, alors /,, =0, etle systéme d’axes
Oxy est principal d’inertie : ACPI 2
3) Pour un systéme plan possédant un axe de symétrie, cet
axe est un A.CPI; le deuxiéme A.CPI est
perpendiculaire au premier, et passe par G (fig. 4.53.)
4) Si,pourunsystemed’axescentréenG,ona [ =/ , et I v = 0 AEP i1
alors, pourtouta: I, =1, =1, =cst,etilyadoncune
. . . . .. . 4.52. - ACPI d trie.
infinité d’A.C.P.I. (tout axe central d’inertie est principal Fe ol e de symetrie
d’inertie).
4.3.10. Ordre de calcul

Lors de I’analyse des caractéristiques géométriques des figures planes aussi complexes qu’elles
soient, le probléme le plus important est de déterminer la disposition des axes principaux et des valeurs
des moments d’inertie principaux. On peut recommander 1’ordre suivant de détermination de la
disposition des axes principaux et des valeurs des moments d’inertie centraux principaux d’une figure
complexe composée de parties simples dont les caractéristiques se déterminent plus facilement.

1.

Tragons un systéme d’axes rectangulaires arbitraire. Divisons la figure en parties simples et,
au moyen des équations éq. 4.27., déterminons son centre de gravité.

Le systéme initial d’axes centraux Oxy sera tracé de fagon a simplifier au possible le calcul
des moments d’inertie des parties de la figure par rapport a ces axes. Pour ce faire, en usant
des formules de transport a des axes paralléles (théoréme d’Huyghens) déterminons les
moments d’inertie des parties de la figure par rapport a leurs propres axes centraux paralleles
aux axes Oxy. De cette fagon, nous obtenons les valeurs de [, [, et I,,.

. Déterminons d’apres éq. 4.217. I’angle d’inclinaison des axes centraux principaux. ACPI 1 :

axe tracé sous le plus petit angle (positif ou négatif), ACPI 2 la perpendiculaire a cet axe.

r

Aumoyendel’ éq. 4.212. déterminons les valeurs des moments d’inertie centraux principaux

Lycpry €t Lycpr>-
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Application 4.22. Pour la corni¢re a branches inégales représentée
ci-contre, déterminer la position des A.C.P.I. et les moments
d’inertie correspondants (cotes en mm).

Solution :
Détermination du centre de gravité
1. Tragons un systéme d’axes rectangulaires arbitraire.
Divisons la figure en parties simples et, au moyen des
équations éq. 4.14., déterminons son centre de gravite.

Dans notre cas : systtme d’axe Oxy et rectangle 1 et
rectangle 2 (voir figure ci-dessous).

Ensuite calcul du centre de gravit¢ G voir tableau Excel,
partie supérieure.

50

ol

30

fig. 4.53. - Application 1.22.

YAC
T
acpizl, |6 : 1
ﬂ\\. I
\ !
\ |
\ |
v |
Al :
e -
N P +.- -
8 'G‘{ \ A~
¥ —-~~ alpha
| A= _ . _._ _ . _._.
¥
b
| | /@
. | A
N ] i K
.
! |
30

fig. 4.54. - Schéma pour la résolution.

2. Le systeme initial d’axes centraux Oxy sera tracé de fagon a simplifier au possible le calcul
des moments d’inertie des parties de la figure par rapport a ces axes. Pour ce faire, en usant
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des formules de transport a des axes paralléles (théoréme d’Huyghens) déterminons les
moments d’inertie des parties de la figure par rapport a leurs propres axes centraux paralleles
aux axes Oxy. De cette fagon, nous obtenons les valeurs de 7, ,,o,es 1, propre €t Ly propre-

Dans notre cas : on prend le systéeme d’axe Ox,.y, comme cela les moments d’inertie propre

bh?

des 2 rectangles seront facilement calculable avec la formule /, =

Pour appliquer le théoréme d’Huyghens, le Ax et Ay c’est la variation de la position de 1’axe de
référence par rapport auquel on calcule le moment d’inertie. Donc c’est la distance entre 1’axe
X (respectivement y) passant par G; et le nouvel axe X, (respectivement y,) passant par G. Le
signe est donné par le sens du déplacement (axe X (axe y) vers axe X, axe Yac))-

On appliquera la formule de changement d’axe (éq. 4.181.), ¢’est-a-dire dans notre cas :

I yc= Z(Ixipropre)+Z(Ald)2>i)
I, 4c :Z(Iyipmpre)+ Z(Aidfi)

3. Déterminons d’apres éq. 4.217. 1’angle d’inclinaison des axes centraux principaux. ACPI 1 :
axe tracé sous le plus petit angle (positif ou négatif), ACPI 2 la perpendiculaire a cet axe.

2]xyAC ]

) 1
Dans notre cas : la formule devient : o = — arctan[
2 y AC — ]x AC

4. Aumoyendel’ éq. 4.212. déterminons les valeurs des moments d’inertie centraux principaux

Licpri €t Lycpr -

Dans notre cas : la formule devient :
_ 2 .2 .
Lyepry =1 yccos"a+1, osin“a—1, ,c sm(2 a)

Iyoprr =1, 4 cosz(a + 7z/2)+ 1, 4¢ sinz(a + 7r/2)— 1 4c sin(2 (a + 7z/2))
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Titre : Equerre a branches inégales
i | objet | A(mm®) | x(mm) | yi(mm) [ Ax(mm’)| Ay (mm’)
1 |[Rectangle 1 264,00 3,00 28,00 792,00 7392,00
2 ||Rectangle 2 180,00 15,00 3,00 2700,00 540,00
p2 444,00 3492,00 7932,00
XG = 7,865[(mm)
Y6 = 17,865([[(mm)
. |xpropre |ypropre dxi=AX dyisz Aidxiz Aidyi2 Ixypropre Aidxidyi
| 4 4 4 4 4 4
(mm’) (mm’) (mm) (mm) (mm’) (mm’) (mm’) (mm’)
1 42592,00 792,00 4,86 -10,14 6248,06 27118,33 0,00 -13016,80
2 540,00 13500,00 -7,14 14,86 9163,83 39773,56 0,00 -19091,31
z 43132,00 14292,00 15411,89 66891,89 0,00 -32108,11
4 4
Ixac = 110023,89[(mm") Ly ac = -32108,11f(mm")
4
lyac = 29703,89[(mm’) alpha = 0,34||(rad)
alpha = 19,32||(degré)
4
lacpi1 = 121281,36[((mm’)
4
Iacpi2 = 18446,42[[(mm")
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