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CHAPITRE 7-8. RAPPEL DE CINEMATIQUE

7-8.1. Réferentiel

Lanotion de mouvement est intrinséquement liée a celle de référentiel. Un objet, immobile pour
un passager assis dans un avion, apparait en mouvement pour un observateur sur la terre.

On appelle référentiel : un ensemble de » points (# > 4 ) non coplanaires immobiles les uns par

rapport aux autres, par rapport auxquels on étudie le mouvement d’un systéme. Par extension, on appelle
aussi référentiel ’ensemble de tous les points immobiles par rapport aux n points considérés.
L’observateur est suppos¢ immobile par rapport a R.

Le choix du référentiel est enti¢rement arbitraire. Dans la pratique on choisira le référentiel par
rapport auquel la description du mouvement et les lois de la physique sont les plus simples. Les
référentiels les plus souvent utilisés sont les suivants :

» Référentiel défini par le laboratoire appelé référentiel terrestre;

» Référentiel géocentrique défini par le centre de la Terre et trois étoiles tres éloignées, dites
“fixes™;

» Référentiel de Képler V', défini par le centre du Soleil et trois étoiles fixes;

» Référentiel de Copernic @, défini par le centre de masse du systéme solaire et trois étoiles
fixes;

» Référentiel du centre de masse.

7-8.2. Systeme de coordonnées

On appelle “systeme de coordonnées” a1’ instant t toute paramétrisation des points du référentiel
au moyen de trois nombres réels (X, y, z).

a) Coordonnées cartésiennes

Le systeme d’axes cartésiens direct Oxyz est défini par son origine O et trois axes orthogonaux
X, y, z orientés de facon directe.

Dans la direction i, on définit le vecteur unitaire 1,.

N
On associe a tout point M, un vecteur position OM =7 .

b) Coordonnées curvilignes

Suivant la nature du probléme, en particulier quand il y a des symétries, il est possible de
simplifier les calculs en introduisant d’autres systémes de coordonnées dites coordonnées “curvilignes”.
Les coordonnées curvilignes les plus souvent utilisées sont les coordonnées polaires (dans le plan),
cylindriques et sphériques.

M Kepler (ou Keppler) Johannes (1571 [Weil der Stadt - Bade-Wurtemberg | - 1630 [Ratisbonne - Baviére]) : astronome.
@ Nicolas Copernic (1473 [Torun] - 1543 [Frombork]) : chanoine, médecin et astronome polonais.
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Coordonnées Coordonnées Coordonnées
polaires cylindriques sphériques
¥ M
7
0 x
O
ME(r,H) ME(p,(D,Z) ME(V',H,(D)
x=rcosf X=pCcosQ x=rsinf cosp
y=rsinf y=psing y=rsinfsing
z=0 z=z z=rcosf

7-8.3. Trajectoire d’une particule

La trajectoire est la courbe fixée dans le référentiel R définie par I’ensemble des extrémités des

vecteurs positions 7(f) .

Ayant introduit un systéme d’axes cartésiens, il y a plusieurs manicres de décrire la trajectoire :

1) En exprimant les deux coordonnées en fonction de la troisi¢me :

y=y(x)

z=2(x)

C’est I’équation intrinséque de la trajectoire.

2) En exprimant les trois coordonnées en fonction d’un parameétre :

x= x(/l)
y=¥(4)
z= Z(/l)

On parle alors d’équation paramétrique de la trajectoire et 1’on écrit simplement :

F=F(2)

Comme parametre on utilise souvent la longueur de I’arc M M , est définie par :

MM =s= s(t) (en m).

3) La trajectoire peut aussi étre paramétrisée par le temps :

x=x(t)
y= y(t) ou: = F(t)

z= Z(t)
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7-8.4. Description du mouvement d’un point matériel

7-8.4.1. Vecteur vitesse

Afin de simplifier I’étude du mouvement, on peut envisager de décomposer le mouvement d’un
point en deux mouvements plus simples et d’étude plus facile grice a I’introduction d’un repere
particulier li¢ au systéme.

Le mouvement du point M par rapport a un repére fixe Oxyz est obtenu par la superposition du
mouvement du point par rapport au repere particulier O,x,y,z, et du mouvement de celui-ci par rapport
au repere fixe.

Soit M, point mobile dans O,x,y,z, triédre lui-méme en mouvement par rapport a Oxyz (fig. 7-
8.4.)

fig. 7-8.4. - Vecteur vitesse.

Par définition, on a :

- -
F=00, +O0,M

. —_— = = = — — —
Vya =F=00, + (xl I +n 1, +z 1zlj Hh T, 0 T, 45 1)
vitesse ; - ; .
absolue vitesse d' entrainement vitesse relative
Vitesse d entrainement : correspond a la vitesse du point, immobile par rapport au
systeme d’axe mobile O,x,y,z,, par rapport au repére fixe Oxyz
Vitesse relative : correspondant a la vitesse telle qu’elle serait observée sur C,

par un spectateur fixé dans O,x,y,z,.
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Dans I’écriture de la vitesse d’entrainement interviennent les vecteurs 1., 1. et 1 1 traduisant

X2 N z

le fait que O, X,y,z, est un triedre mobile dont ’orientation change (systéme d’axes tournant).

Rappel :

— 1|12

o dli i 4

=i ei=1 = b _g-dl,g 7.9
dt dt dt

= 2(611’01}:0

dt

= TJ_T

t t

Par analogies avec les équations éq. 7.292 et éq. 7.359, on recherche un vecteur

O p (a)Px,a)Py,a)Pz) tel que :

lxl = a)P X lxl
1)’1 = a)P x 1y1
L =wpx1,

Concentrons-nous sur la premiére équation :

I, =w,x1

Xy

=wp, 1, —wp, 1

1 zZh Z

Cette expression a du sens puisque 1, est perpendiculairea 1, , donc 1, est une combinaison

X

. g g . = -5 . 07 .
lincairede 1, et 1, . Onvoit que @, estla composante de1, selon 1, , ce quis’écrit:

De maniére analogue, on définit :

a)Px = 1)’1 .121

a)Py = 121 .lxl

Le vecteurw , ainsi défini s’appelle “Vecteur de Poisson”. 1l nous permet de simplifier
I”€écriture :

X, ixl + iyl +z, izl =X, ((T)P xixl)+yl (031) ><Ty1)+z1 (a3p XLI)

=@, x OM

Dés lors ’écriture de la vitesse absolue devient :
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N

v
Mr

vitesse d' entrai nement vitesse relative

On peut également démontrer que :

Le vecteur de Poisson @ , est le vecteur vitesse angulaire de rotation du triédre
mobile par rapport au triéedre fixe.

Cette affirmation ne sera pas démontrée ici.

Application 7-8.1. Déterminons le vecteur de Poisson de la

base mobile (Tr; Tg; Tw) positionné sur un point M a la

surface de la terre.

Solution :
Cela revient a chercher I’expression du vecteur de Poisson
d’un systéme d’axes en coordonnées sphériques.

Positionnement des reperes

Soit : fig. 7-8.5. - Application 7-8.1.
» Oxyz positionné au centre de la terre;

» rOpen M avec Tr passant par le centre O.

Vecteur de Poisson

Le vecteur de Poisson s’exprime par :
Wp=0p, L, +0,,1,+0,,1,

Recherchons chaque terme :

» 1 =sinf1 +cosf 1,

avec : I, =cosg I, +sing Iy

1 =sinfcosp 1, + sianinngy +cosf 1,
» 1,=cosf1, —sind 1

1,=cosfcosg 1_+cosd singoTy —sind 1,
> T(p =—sin(pix +COS(pTy

Les trois composantes (@; ,; @p 4 @p ,) peuvent étre déterminées en vérifiant les égalités
suivantes :
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1, =(cos0 d cosp ~ sinBsing ¢) 1, +(cos@ dsing +sinf cosp §) 1,
+(-sin0 )1,

i, ~(~sin@ 8 cosp - cosOsing §) 1, + (- sing Osing + cos¢ cosp ) 1,
+(— cosHé)TZ

> {iﬂ = (— cosQ (p) Ix + (— sin @ (p) Ty

= wp,=¢cosfl —gsinbl, +6"T¢
=¢(0056’L —sin@ig)+éip

=gl +01,

Cette derniére expression nous permet de constater que le vecteur de Poisson @, apparait
comme la somme du vecteur ¢ L exprimant la vitesse de rotation de la base mobile autour de L etdu

vecteur 0 T(p exprimant la vitesse de rotation de la base mobile autour de Tq, . Cette somme exprime bien

la vitesse angulaire de la base mobile dans le repére fixe.

7-8.4.2. Vecteur accélération

Contrairement & ce qu’on pourrait croire, 1’accélération absolue a,,, ne va pas étre
“simplement” la somme d’une accélération relative @ ,,, etd’une accélération d’entrainement a,,, . En

effet, en dérivant la vitesse absolue v, ,, on trouve :

dav _ - - - -
G, . = zi(;)l +Bp x O M+ (1T, 43y 1, +2 1)]

dt dt .

=ad, +[5P><01M+a7p xOlM]+()'c'1 Io+3 1, +51 )

N Z
)

Or, par § 8.2.1. et § 8.2.2., on sait que :

—e

+(X1 lxI + ¥, ly] +z,
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I, =0, x1,
et que : I, =0,x1, = Xl +nl, +z L =0, xvy,,
z =0p X lzl

de plus, posons @, = &, : I’écriture de d,,, devient :

- -
Ay, =dog, +5PxOlM+a)Px(a)P><OlM)+a)P><er

- — —

+()'c'l Lo+y 1, +2 121)+a)P XV,

—

g — — —
Ayg =Go +Ep xOlM+c?)P><(a3P ><0le+(}'&1 Lo+y 1, +2 1 )

21

i a
a Mr
Me

. , A accélération relative
accélération d' entrai nement
+ 20p XV,

| S

a
M Cor

accelération de Coriolis

» L’accélération d’entrainement est 1’accélération du point M considéré comme fixe dans le
trieédre mobile.

» L’accélération relative est I’accélération du point M par rapport au triedre mobile.

Mais ’accélération absolue ne se réduit pas aux seuls termes @ ,,, et d,,, comme le montre la

formule ci-avant; il intervient un troisiéme terme, a,, ., , dite “accélération complémentaire ou de

Coriolis ® ™.

Application 7-8.2. Déterminer 1’accélération du point M ayant pour coardonnées evlindrianes (n- A-
pz) dans le repére mobile Orgz dont la vitesse de rotation est @ = ¢

Solution :
Choix des reperes

Le repére mobile {T 05 1ps L} tourne a la vitesse ¢ autour

de I’axe Oz.

fig. 7-8.6. - Application 7-8.2.

@ Coriolis Gaspard-Gustave (1792 [Paris] - 1843 [Paris]) : mathématicien et ingénieur frangais.
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Calcul de I’accélération :
~ _ ~ - ~ ~ -
Ayo=0dg +Ep X O M+, x| 0pxOM

+dy, +20p xV,,,

. :(0+,0(01(/J —pp? Tp)+(,bip +21)+(2p¢i¢)
I

:(p-p¢2)ip +(pp+2p )1, +2

Application 7-8.3. Déterminons ’accélération du point M

ayant pour coordonnée (»; 0; 0) dans le repére mobile (T,, ;
1, I(a ) dont la vitesse de rotation est donnée par :

op = (p(COSQT, - sinHTg)+ H'L,

(Voir application chiffrée 7-8.1.)

Solution :

Positionnement des repéres
Soit : fig. 7-8.7. - Application 7-8.3.
» Oxyz positionné au centre de la terre;

> {L; Tg i1 } en M avec 1, passant par le centre O.

Mouvement simple du point
Position :

r=r Tr
Vitesse :
F=r T,, +r i,
avec (voir éq. 7-8.26.) :
i i

r ¢
1. =d,x1 =|pcosd —¢sind &
1 0 0

=€'Tg+¢')sin€ip
d’ou:
?=f1r+r¢9.16+r¢sin6‘1¢

Accélération :
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F=(#T,401,) +((0+r8)T, 4167,
+[(f(psin0+r(bsin0+r(b9cos6?)1¢ +r¢sin9i¢)

avec (voir éq. 7-8.26.) :

1 =0, xirzéing(/')sinHip

igzép xig=—91r+¢cosﬁip

T(p =0, XI(D =—¢sind 1 —¢cosh1,
d’ou:

?z('r‘—réz —r 7 sin’ 6?)1,, +(2r’9+r§—r¢2 cos&sin@)ia

+(r(bsin9+2r9(bcos9+Zf(bsinﬁ)ip

7-8.4.3. Accélérations normale et tangentielle. Triédre de Frenet.

Pour un point M décrivant une trajectoire curviligne plane, dont ’accélération est a ,, (fig. 7-

8.8.) on peut envisager de décomposer @ ,, en une composante tangentielle a,,, (paralléle au vecteur

T, ) appelée “accélération tangentielle”, et une composante normale a,,, (suivant Tn , perpendiculaire

a 1,) appelée “accélération normale”.

©OR. Itterbeek Meécanique - Rappels de cinématique -7-8.9 -



fig. 7-8.8. - Triedre de Frenet : accélération tangentielle et normale.

Chacune de ces composantes a une signification physique bien précise : quand M se déplace, le
module de sa vitesse V,, peut changer, et ce changement est reli¢ a I’accélération tangentielle; la
direction de la vitesse change également, et ce changement est reli¢ a I’accélération normale. On sait, par
§7.1.3.A., que:

- ds - - 13
Vi = Z 1, = ”VM" 1,

dont on déduit I’accélération :

zdﬁM:d(||‘7M||i’):d||‘7M||j + "d_T,
M dt a VMg
dbvyll- . dl ds dPpyll- . pdl
w= kg g e Wl p 4
PIELLITE SVRTE SRS B
M dt t p n M, “t M, “n

et
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Remarque :
Si le mouvement est rectiligne, ona p=w et a,,, = 0; ’accélération a,, se réduita

sa seule composante a,,,, sur la droite support de la trajectoire.

Le terme a,,, correspond bien a la dérivée par rapport au temps de la grandeur du vecteur
vitesse; le terme a,,, estnormal a la courbe, et est associé au changement de direction, car il correspond
N dl,

dt

Remargue :
A chaque point d’une trajectoire curviligne on peut associer un “triédre de Frenet”

composé de 1,, 1, et 1, (avec 1, = I, x Tn ).
Ce triédre de Frenet est trés largement utilisé en mathématiques pour définir les notions

de plan et de cercles osculateurs, courbure, torsion ... au point M de la courbe donnée.
On peut notamment démontrer que le rayon de courbure d’une courbe plane donnée par

les équations x = f; (t) et y=1, (t) vaut :

@ Frenet Jean-Frédéric (1816 [Périgueux] - 1900 [Périgueux] ) : mathématicien, astronome et météorologue frangais.
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7-8.5. Mouvement simple du point

A) Mouvement uniforme

Le mouvement d’un point est uniforme si sa vitesse scalaire est constante :

HF H = constante

B) Mouvement rectiligne

Le mouvement d’un point est rectiligne si la trajectoire est un segment de droite. Dés lors,
I’accélération normale :

a,=0

n

C) Mouvement uniformément accéléré

Le mouvement d’un point est uniformément accéléré si le vecteur accélération est constant.

r=a
?zJ.if:éHél
F:J‘?zé”t%rélwr@

Les constantes d’intégration sont & déterminer en fonction des conditions initiales.

La trajectoire d’un mouvement uniformément accéléré est une parabole d’axe paralléle a
I’accélération @ dans le plan défini par les vecteurs ’7(¢:o) =v, et a.

D) Mouvement oscillatoire harmonique

L’observation du mouvement d’une masse suspendue a un ressort par exemple montre qu’en
I’absence de frottement, et pour de petits déplacements, 1’évolution est décrite par I’équation :

x(t)= Asin(w t + )

» A estappelé I’ “amplitude” de la vibration harmonique;
» g@estl’ “angle de phase”;
» on appelle w “la pulsation” (en rad/s).

X v [o}
X X
— T —
A
Asing AQ A2
o t t o /\ t
-AQ _A(JZ
-A

fig. 7-8.9. - Mouvement rectiligne harmonique : position, vitesse et accélération.
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E) Mouvement circulaire

Le mouvement d’un point est circulaire si la trajectoire est un arc de cercle.

En introduisant le triédre mobile (lr 1, 12) tournant a une vitesse angulaire ¢ L , la position

du point a I’instant ¢ est donnée par :
r=r L +z Tz

avec r et z constants (voir fig. 7-8.6.)

Dés lors le vecteur vitesse devient :

F:r(pip

et le vecteur accélération :
F=—r¢’1 +rol,

expression dans laquelle — 7 ¢ est la composante centripéte de I’accélération et 7 ¢ la composante

tangentielle.

Si en outre, la condition ¢ = constante est vérifiée nous parlerons du mouvement circulaire
uniforme pour lequel le vecteur vitesse change de direction mais conserve sa grandeur :

r=rel, avec: HFH = constante

L’accélération se réduit a 1’accélération radiale :

F=—r¢’l,

Nous vérifions la relation suivante entre 1’accélération et la vitesse :

-\2

- - pid V2 (F(D)
[ 1=l ===

r r

F) Mouvement hélicoidal

Les équations du mouvement hélicoidal peuvent étre obtenues de fagon analogue a celles
relatives au mouvement circulaire (» constant) en reldchant la contrainte z = constante .

F=rl +z1
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