
CHAPITRE 9. MOUVEMENT DU SOLIDE. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.1 -
9.1. Cinématique d’un ensemble de points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.1 -

9.1.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.1 -
9.1.2. Equiprojectivité des vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.2 -
9.1.3. Degrés de liberté . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.5 -
9.1.4. Angles d’Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.6 -
9.1.5. Vitesse et accélération d’un point : première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.7 -

9.2. Mouvements simples du solide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.9 -
9.2.1. Translation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.9 -
9.2.2. Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.10 -
9.2.3. Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.13 -

9.3. Mouvement plan du corps solide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.13 -
9.3.1. Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.13 -
9.3.2. Décomposition en une translation suivie d’une rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.14 -
9.3.3. Décomposition en une suite de rotations infinitésimales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.19 -

A) Principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.19 -
B) Détermination et utilisation du C.I.R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.21 -
C) Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.22 -
D) Base et roulante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.25 -

9.3.4. Mécanismes : relations de Roger. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.28 -
9.4. Mouvement composé du solide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.33 -

9.4.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.33 -
9.4.2. Expression analytique de la vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.33 -

A) Première approche. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.34 -
B) Seconde approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.34 -

9.4.3. Composition de deux translations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.35 -
9.4.4. Composition de deux mouvements de rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.35 -

A) Composition de deux rotations d’axes parallèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.36 -
B) Composition de deux rotations d’axes concourants . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.39 -

9.4.5. Composition d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation . . - 9.41 -
A) La vitesse et la vitesse angulaire sont perpendiculaires . . . . . . . . . . . . . . . - 9.41 -
B) La vitesse et la vitesse angulaire sont parallèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.42 -
C) La vitesse et la vitesse angulaire sont de directions quelconques . . . . . . . . - 9.42 -

9.5. Travaux virtuels et conservation de la puissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.43 -
9.5.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.43 -
9.5.1. Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 9.43 -

Version du 6 novembre 2022 (22h58)



fig. 9.1. - Trajectoire.

CHAPITRE 9. MOUVEMENT DU SOLIDE

9.1. Cinématique d’un ensemble de points

9.1.1. Introduction

Un solide est un système mécanique constitué d’un ensemble continu de points matériels.

Le solide est supposé indéformable ce qui signifie que la distance entre deux quelconques de ces
points reste constante lors de tout déplacement.

Ce concept de solide est un modèle mathématique; dans la réalité, tous ces solides se déforment
sous l’effet des forces appliquées. Toutefois, dans bien des cas, les déformations seront très petites par
rapport aux dimensions de solide et le modèle sera une approximation satisfaisante du solide réel.

On sait que le mouvement d’un point M est entièrement spécifié si on se donne la fonction
vectorielle :

   
r x y zx y z= + +1 1 1

avec :
( )
( )
( )

x f t

y f t

z f t

=

=

=









1

2

3

Si on considère le mouvement d’un solide composé de n points Mi , on pourrait le spécifier par
n fonctions vectorielles du même type (n étant fini ou infini), et caractériser le mouvement de chacun des
points Mi par sa trajectoire Ci, sa vitesse , son accélération  (fig. 9.1.).v Mi

a Mi

Le problème que nous allons traiter est donc celui de la détermination, en fonction du temps, du
“champ des vitesses” et du “champ des accélérations” du solide : le champ instantané des vitesses est
l’ensemble, à un instant donné, des vecteurs vitesses de tous les points du solide; on définit de même le
champ instantané des accélérations, qui est, à un instant donné, l’ensemble des vecteurs accélérations de
tous les points du solide.
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fig. 9.2. - Equiprojectivité des vitesses. AA BB′ = ′

On se rend immédiatement compte de la complexité d’un problème de cinématique du solide !
(déterminer le vecteur vitesse de tous les points à un instant déterminé, puis recommencer ce travail pour
chaque instant ...). Il existe heureusement, d’une part, des hypothèses de travail, d’autre part des
mouvements simples, qui facilitent ces déterminations des champs de vitesses et accélérations; nous
montrerons que les mouvements les plus complexes peuvent à leur tour se décomposer en mouvements
plus simples.

9.1.2. Equiprojectivité des vitesses

Si le corps solide dont on étudie le mouvement est indéformable, les mouvements des différents
points du solide ne sont pas indépendants les uns des autres : en effet, la distance séparant deux
quelconques des points d’un solide S indéformable reste invariable (fig. 9.2.) :

AB k AB AB k
→ → →

= ⇔ • = 2

Cette relation exprime les liaisons qui existent entre les points d’un solide, et qui, en fait,
définissent le solide. En dérivant cette relation, on obtient :

d AB AB

dt
AB AB AB AB AB AB

→ →

⎯ →⎯ → → ⎯ →⎯ ⎯ →⎯ →
•





= = • + • = •
• • •

0 2

Or :

AB OB OA

AB AB OB OA AB

→ → →

⎯ →⎯ → ⎯ →⎯ ⎯ →⎯ →

= −

 • = = −






 •

• • •
0

 • = •
→ → v AB v ABB A

⇔ =

⇔ =

→ → 

 
v AB v AB

v v
B A

B A

cos cos

cos cos

β α
β α
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fig. 9.3. - Utilisation de l’équiprojectivité des vitesses pour connaître la vitesse d’un troisième
point du solide.

On dit que le champ des vitesses d’un solide est “équiprojectif”.

Une application intéressante de ce théorème est la détermination d’une vitesse par double
équiprojectivité.

Soit  et  deux vitesses du solides connues intégralement (direction, sens et intensité). (Onv A
vB

vérifiera évidemment l’équiprojectivité des vitesses  et sur ). Pour connaître la vitesse du solidev A
vB AB

en un point C, il suffira de relier le point A au point C et de projeter  sur cette droite, on fait de mêmev A

avec  que l’on projette sur . Sachant que  et que , en construisant levB BC AN CN= ′ BM CM= ′
“parallélogramme” on trouve la vitesse en C.

Remarque :
Si le point C est aligné avec A et B on appliquera les relations de Roger (voir § 9.3.4.).

Les vitesses de deux points quelconques d’un solide ont des projections égales
sur la droite qui les joint.
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Application 9.1. Le piston P, dans un cylindre vertical, est actionné
par le levier  et la bielle . Les dimensions sont lesOA BC
suivantes :

; ; .OB cm= 30 BC cm= 10 3 d cm= 20 3
La vitesse angulaire du levier  autour de O est .OA


ω = 2 rad s

Déterminer .vP

fig. 9.4. - Application 9.1.

fig. 9.5. - Equiprojectivité des vitesses.

Solution :
Recherche des directions des vitesses

La vitesse de P est égale à la vitesse de C puisque  est un solide indéformable dont leCP
mouvement est une translation pure.

La vitesse de B ne sait être que perpendiculaire au levier  puisque le levier effectue uneOA
rotation pure autour de O.

Equiprojectivité des vitesses
La bielle  étant un solide, on peut utiliser la notionBC
d’équiprojectivité des vitesses. La projection de vC

sur la droite reliant  doit égaler la vitesse de BBC
projetée sur , c’est-à-dire directement . Soit :BC vB

 v vC Bcosα =

 = =

=
×

=

 


v v
OB

m s

P C
OAω

α

π

cos
.

cos
.2 0 3

6
0 693
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fig. 9.6. - Solide indéformable : degrés de liberté.

9.1.3. Degrés de liberté

Cette notion sera développée plus en détail dans le chapitre 9C. Analyse des mécanismes.

Tout comme on l’a fait pour le point, il importe de pouvoir repérer exactement la position d’un
solide. Ce repérage doit permettre à tout instant de déterminer exactement la position d’un point arbitraire
Mi du système étudié, généralement par la fonction vectorielle .ri

Comme les distances entre deux points d’un solide sont fixées, il suffira de connaître à chaque
instant les positions exactes de trois de ses points non colinéaires pour en déduire celles des autres (fig.
9.6.).

Avec : A (xA; yA; zA); B (xB; yB; zB); C (xC; yC; zC) et

; ; .k AB1 =
→

k BC2 =
→

k CA3 =
→

Le “nombre de degrés de liberté” du solide est le nombre minimum de coordonnées
indépendantes, nécessaires pour repérer la position du solide. Pour un solide se déplaçant librement dans
l’espace, on a besoin de  coordonnées pour A, B, C, ces neuf coordonnées devant vérifier les 33 3×
relations de constance des distances k1, k2 et k3; il y a donc  coordonnées indépendantes, c’est-à-9 3 6− =
dire six degrés de liberté, pour un solide pouvant se mouvoir librement dans l’espace.

Dans le cas d’un mouvement plan du solide, le nombre de degrés de liberté tombe à 3, voir plus
loin.

S’il existe des liaisons sur le solide, comme par exemple un point qui reste fixe, ou qui doit se
déplacer sur une trajectoire précise, alors le nombre de degrés de liberté est évidemment réduit en
conséquence.
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Application 9.2. Déterminer le nombre de degrés de liberté :
a) d’une bille roulant sur un plan;
b) d’un corps possédant un point fixe;
c) d’un corps possédant deux points fixes.

fig. 9.7. - Angles d’Euler : définition.

Solution :
a) Le centre de la sphère doit toujours rester à distance déterminée du sol; le mouvement de ce

centre ne fait donc intervenir que deux coordonnées indépendantes, au lieu de trois. Le
système ne possède donc que cinq degrés de liberté (5 ddl).

b) Le fait de posséder un point fixe supprime trois coordonnées; il n’y a donc que trois degrés
de liberté (3 ddl).

c) Avec deux points fixes, la position du corps ne dépend plus que d’un seul degré de liberté (1
ddl).

9.1.4. Angles d’Euler

On détermine traditionnellement les six coordonnées indépendantes d’un solide S libre dans
l’espace en choisissant d’abord un point A de ce solide (souvent le centre de masse G) auquel
correspondent les trois premières coordonnées.

Ensuite, on construit en ce point un trièdre AXYZ lié au solide que l’on repère, par rapport au
trièdre de référence Axyz, au moyen de trois angles caractéristiques, dits “angles d’Euler (1) ” (fig. 9.7.).

Ces trois angles d’Euler correspondent à trois rotations planes successives qui permettent de faire
coïncider la base Axyz avec la base AXYZ, ce qui définit au passage deux bases intermédiaires
orthonormées directes.

(1) Euler Leonhard (1707 [Bâle] - 1783 [Saint-Pétersbourg]) : mathématicien et physicien suisse.
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fig. 9.8. - Vitesse et accélération.

On définit la droite , intersection des plans Axy et AXY, comme étant la “ligne des noeuds”AN
ou “axe nodal”.

Les trois angles d’Euler, que l’on retrouve notamment dans l’étude du mouvement gyroscopique,
sont appelés :

< n : angle de “précession” (rotation autour de l’axe Az);
< θ : angle de “nutation” (rotation autour de l’axe nodal );AN
< Ψ : angle de “rotation propre” (rotation autour de l’axe AZ);

La rotation de l’ensemble pourra être déterminée par la connaissance du vecteur de Poisson (2) 
associé, soit :

   
ω ϕ θP z AN Z= + +  1 1 1Ψ (éq. 9.37.)

9.1.5. Vitesse et accélération d’un point : première approche

Soit un solide dont nous repérons la position par celle d’un trièdre AXYZ fixé à lui (fig. 9.8.).
Tout point B est ainsi fixe par rapport à ce trièdre mobile AXYZ.

On peut appliquer directement les formules établies pour le mouvement composé du point avec
la simplification due à un mouvement relatif nul, en effet, si le point B est fixe par rapport au trièdre
mobile, le mouvement relatif est nul, d’où : . On trouve ainsi pour la vitesse :   

v a aB r B r B Cor= = = 0

 
  
v v ABB A AB= + ×ω (éq. 9.39.)

et pour l’accélération :

    
a a AB ABB A AB AB AB= + × + × ×





→ →
ε ω ω (éq. 9.40.)

(2) Poisson Siméon Denis (1781 [Pithiviers] - 1840 [Sceaux]) : mathématicien, géomètre et physicien français.
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formules dans lesquelles,  représente la vitesse angulaire du solide  et  l’accélération


ω AB AB

ε AB

angulaire du solide .AB

En fait, si on se rappelle que dans le mouvement composé du point, (vecteur de Poisson) 


ω P

représente le vecteur rotation instantanée du trièdre, dans notre cas il représente le vecteur rotation
instantané du solide S.

Le vecteur  (ou ) reste le même, quel que soit le choix du trièdre lié au solide : en effet,


ω AB


ω P

si on prend le trièdre A’X’Y’Z’, on aura, pour tout point B :

  
v v A BB A AB= + ′ × ′′

→
ω

et, en particulier :
     

 

v v A A v v A A

v AA

A A AB A A AB

A AB

= + ′ × ′ ⇔ = − ′ × ′

= + ′ × ′

′

→

′

→

→

ω ω

ω

ce qui donne :
     
v v AA A B v ABB A AB AB A AB= + ′ × ′





+ ′ × ′ = + ′ ×
→ → →

ω ω ω

et sachant que :
  
v v ABB A AB= + ×

→
ω

ce qui implique nécessairement que  .′ =
 

ω ωAB AB

Ainsi donc,  (ou ) ne dépend pas du choix du repère AXYZ, mais est bien caractéristique


ω AB


ω P

du mouvement du solide.

Remarque :
Par la suite on prendra la notation  et  pour, respectivement, la vitesse et


ω P


ε P

l’accélération angulaire d’un solide quelconque S.
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9.2. Mouvements simples du solide

9.2.1. Translation

Ainsi :  et  et ce à tout instant (  et  constant enAB A B k
→ →

= =1 1 1


BD B D k

→ →
= =1 1 2

 
k1


k2

grandeur et en direction).

A l’instant t, on a :











 



v d OA
dt

OA

v d OB
dt

d OA k

dt
OA v

v d OD
dt

d OA k k

dt
OA v

A

B A

D A

= =

= =
+





= =

= =
+ +





= =

→
⎯ →⎯

→
→

⎯ →⎯

→
→

⎯ →⎯

•

•

•

1

1 2

et donc aussi  v v vA B D= = = ...   a a aA B D= = = ...

Dans le mouvement de translation tous les points du corps décrivent les mêmes trajectoires
(superposables) et à chaque instant ils possèdent des vitesses et des accélérations égales en module et en
direction.

Conformément aux formules établies en § 9.1.5., le mouvement de translation est caractérisé par :

Translation P P⇔ = =
  

ω ε 0

On peut donc parler, dans le mouvement de translation, de “vitesse du solide” et “d’accélération

Définition : Un solide effectue un mouvement de translation si une droite
quelconque du solide en mouvement se déplace en restant parallèle à elle-même
(fig. 9.9.).

fig. 9.9. - Mouvement simple du solide.
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fig. 9.10. -  Solide en translation.AB

fig. 9.11. - Solide en rotation.

du solide”, égales à la vitesse et à l’accélération de n’importe lequel de ses points. (Pour tous les
mouvements autres que la translation, les points du solide se déplacent avec des vitesses et des
accélérations différentes, et pour ces mouvements les expressions “vitesse du solide” ou “accélération
du solide” n’ont pas de sens).

Remarques :
1) “translation” ne signifie pas “mouvement rectiligne” : il existe des translations

rectilignes et curvilignes. La figure 9.10. représente deux roues qui sont supposées
rouler sur un rail, qui est fixe. Les mouvements des deux roues sont solidarisés par
une bielle . Cette bielle est animée d’un mouvement de translation bien que tousAB
ses points décrivent des cycloïdes.

2) Si les trajectoires des points du solide sont des droites on aura une trajectoire rectiligne.

9.2.2. Rotation

Soient A et B ces deux points fixes tels que :
  

  
v v

a a
A B

A B

= =

= =







0
0

Définition : Un solide effectue un mouvement de rotation si deux points du solide
(ou en tous cas deux points qui lui sont invariablement liés) restent fixes (fig.
9.11.).

Définition : Un solide effectue un mouvement de rotation si deux points du solide
(ou en tous cas deux points qui lui sont invariablement liés) restent fixes (fig.
9.11.).
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Or, par § 9.1.5., on sait que :
  
v v ABB A P= + ×

→
ω

de ce fait : , ce qui entraîne que :
 

ω AB AB× =
→

0

< soit Y Solide au repos
 

ω P = 0

< soit Y Solide en rotation


ω P AB/ /
→

et ainsi, , non nul, doit être de direction  constante (mais de module éventuellement variable !).


ω P AB

Tous les points de la droite   sont fixes; par exemple, pour le point D, quelconque sur  :AB AB

     
v v ADD A P= + × = + =

→
ω 0 0 0

La droite  est l’axe de la rotation.AB

Tous les points du solide, hors de l’axe de rotation, décrivent un mouvement circulaire dans un
plan perpendiculaire à cet axe; le solide étant indéformable, tous les points du solide ont même vitesse
angulaire. Ainsi, pour le point M :

   

  

  

v v AM AM

v BM BM

v OM OM

M A P P

B P P

O P P

= + × = ×

= + × = ×

= + × = ×

→ →

→ →

→ →

ω ω

ω ω

ω ω

 est bien en permanence perpendiculaire à , et  ce qui implique :v M AB 
 
v DMM P=

=

→

ω θsin
1

  
v r rM P= =ω θ

L’accélération de M est bien celle due à un mouvement circulaire :


 



 a a a aM A M n M t=

=

+ +

0

  est bien z à  dirigé de M vers O

    

 

a AM BM

OM

OM OM

M n P P P P

P P

P

= × ×





= × ×





= × ×





= − = −

→ →

→

→ →

ω ω ω ω

ω ω

ω θ2 2

a M n


ω P

et

 est bien z à 
  



a AM BM

OM avec

M t P P

P

= × = ×

= × =

→ →

→

ε ε

ε ε θ

a M t

ε P
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Application 9.5. Un poids B fait tourner un arbre de rayon
r et un pignon de rayon r1, monté sur le même axe que
l’arbre. Le mouvement du poids débute de l’état de repos et
s’effectue avec une accélération constante . DétermineraB

la loi de rotation du pignon de rayon r2 qui s’engrène avec
le pignon de rayon r1.

fig. 9.12. - Application 9.5.

La loi du mouvement de rotation est ainsi entièrement connue si on connaît :

< l’axe  de la rotation;AB

< la loi  autour de cet axe, dont se déduisent la vitesse angulaire  et( )θ = f t ω θP = 

l’accélération angulaire , toutes deux alignées suivant l’axe .ε θP =  AB

On pourrait dès lors définir des “mouvements de rotation uniforme”, des “mouvements de rotation
uniformément variée”, etc.

 et  peuvent être considérés comme des vecteurs glissants, sur l’axe de rotation ,


ω P

ε P AB

puisqu’ils concernent tous les points du solide.

Solution :
La vitesse scalaire de B vaut :

, dirigée vers le bas ( ). v a tB B= t > 0

Recherche de la vitesse angulaire ω1
Les points de la jante de l’arbre auront la même
vitesse :

   


v r a t
a t

rB B
B= =  =ω ω1 1

Condition de non glissement
Au point de contact de deux solides, s’il n’y a pas de glissement, les vitesses sont égales.
Vu qu’au point C la vitesse scalaire  doit être la même :vC

( )    


 

v r r avec de sens opposé à

r
r

r a t
r r

C

B

= =

 =
−

=
−

ω ω ω ω

ω
ω

1 1 2 2 2 1

2
1 1

2

1

2

:

Or :
   




ω ϕ ϕ ω ϕ2 2 2 2
1

2

2
0 22

=  = =
−

+ dt
r a t

r r
B

où n0 2 est la position angulaire du pignon de rayon r2 à l’instant .t = 0
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fig. 9.13. - Mouvement plan du solide.

9.2.3. Conclusions

De l’expression déduite en § 9.1.5., et des expressions du mouvement de translation et du
mouvement de rotation, on peut conclure que tout mouvement du solide peut se décomposer en une
translation combinée à une rotation. Par exemple, un mouvement hélicoïdal d’un solide est un
mouvement dans lequel une droite (l’axe du mouvement) du solide reste fixe en pouvant glisser sur elle-
même; un point du corps - non situé sur l’axe - décrit une hélice circulaire autour de cet axe; tous les
points du solide décrivent simultanément autour de l’axe des hélices circulaires de même pas (mais de
rayons différents).

9.3. Mouvement plan du corps solide

9.3.1. Définition

Soit le trièdre Oxyz, tel que Oxy est parallèle à π; soit σ l’intersection du solide S avec Oxy. Il
suffit, pour connaître entièrement le mouvement du solide S, d’étudier le mouvement de σ dans le plan
Oxy; en effet, tous les points d’une droite A’AA” du solide, perpendiculaire au plan π, se déplacent de
façon identique (voir les trajectoires CA , CA’ et CA” “superposables”).

AA k z′ =
→ 

1

avec k constant d’où :





  

v d OA
dt

d OA AA

dt

d OA k

dt
v v

A

z

A A

′

→
→ → →

= ′ =
+ ′





=
+





= + =

1

0

Par ailleurs, on peut écrire dans tous les cas :
  
v v AAA A P′

→
= + × ′ω

Définition : On entend par mouvement plan le mouvement du solide dans lequel
tous ses points se déplacent parallèlement à un plan fixe π : v M SolideM / / π ∀ ∈
(fig. 9.13.).
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fig. 9.14. - Mouvement de rotation plan.

fig. 9.15. - Translation + rotation du solide.

 × ′ = 
= 

=  ′  ⊥







→

→
 

 

  ω
ω π

ω ω ω π
P

P

P z P

AA
soit translation

soit AA rotation d axe
0

0

1

/ /

/ / '

L’étude du mouvement pourra se faire dans le plan Oxy, avec un vecteur  perpendiculaire à


ω P

ce plan (fig. 9.14.).

Le nombre de degrés de liberté est égal à trois : le repérage du solide σ dans le plan Oxy peut se
faire par les 3 coordonnées :

< xA et yA, fonction du temps;
< θ, angle d’une droite de σ passant par A, également fonction du temps.

Dans ce cas, on aura : .
 

ω θP z=  1

9.3.2. Décomposition en une translation suivie d’une rotation

Examinons deux positions successives σ et σ1, aux instants t et  (fig. 9.15.). Il est facilet t t1 = + Δ
de voir que la section σ, et avec elle tout le solide, peuvent être amenés de σ à σ1 en deux étapes; il faut
d’abord déplacer le solide jusqu’en σ’1, par translation de façon que A arrive en A1 et B arrive en B’1; puis
on fait tourner la section σ’1 autour de A1, de l’angle Δθ. Il en découle que le mouvement plan du corps
solide est composé d’un mouvement de translation dans lequel tous les points se déplacent de la même
façon que A, et d’un mouvement de rotation autour de point A.
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Dès lors, pour Δt tendant vers 0, on a :

    
v v v v ABB A B A A AB= + = + ×

→
ω (éq. 9.111.)

formule, aussi appelé “Relation de Varignon (3) ”, dans laquelle  signifie “vitesse de B par rapport
vB A

à A considéré comme fixe”. Dans ce cas-ci le point B effectue une rotation autour de A. 

En résumé :

  





v v v

v direction perpendiculaire à AB

AB

B A B A

B A

AB

= +

 : :

: :module ω
(éq. 9.113.)

La même décomposition peut se faire au niveau des accélérations :

    

  

 

  

  

a a a a AB

a

AB

a

a AB AB

B A B A A AB

B A t

AB AB

B A n

A AB AB

= + = + × + × ×





= + × −

→







→







→ →

ε ω ω

ε ω
2

(éq. 9.114.)

formule dans laquelle  signifie “accélération de B par rapport à A considéré comme fixe”. BaB A

effectuant une rotation autour de A, nous avons donc une composante normale et une composante
tangentielle.

En résumé :

( ) ( )
( )

( )

   









a a a a

a sens de B A

AB

a direction perpendiculaire à AB

AB

B A B A n B A t

B A n

AB

B A t

AB

= + +

 →



→

: :

: :

: :

: :

module

module

ω

ε

2 (éq. 9.116.)

Graphiquement, la construction de la vitesse d’un point B quelconque du solide, se fait à partir
de  de la façon suivante (fig. 9.16.) : on reporte  tel quel en B; ensuite on trace ,v A

v A
vB A

perpendiculairement à , et de module  (dans le sens de la rotation); il suffit ensuiteAB


ω AB AB

d’additionner vectoriellement ces deux vecteurs pour obtenir .vB

La procédure est identique pour les accélérations (  à reporter perpendiculairement à 

ε AB AB

(3) Varignon Pierre (1654 [Caen]- 1722 [Paris]) : mathématicien français.
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fig. 9.17. - Vecteur accélération : translation + rotation.

Application 9.6. Soit une locomotive à deux
essieux reliés par une barre , dont M est leAB
point milieu, reliant les manivelles  etOA

. Si les roues I et II roulent sans glisser′O B
sur le rail, déterminer la vitesse et
l’accélération du point M pour les quatre
positions A1, A2, A3 et A4.
Données : , . r m2 0 4= . OA O B r m= ′ = =1 0 2.
La vitesse de la locomotive est donnée par

; en , A est en 1.[ ]v t m sO = +2 1 t = 0

fig. 9.19. - Mise en place des références.

;  à reporter suivant , de B vers A, voir figure 9.17.).AB


ω AB AB
2

AB

Solution :
Le solide AMB 

Il décrit un mouvement de translation (de
rotation), donc :

 v vM A=
et  a aM A=

Loi des vitesses
    
v v v v O AA O A O O O A= + = + ×

→

1 1 1 1
1ω

< ( ) 
v tO x1 1

2 1 1= +

< ( ) ( )


 
ω O A

O
z z

v

r
t

1

1

1 1
2

1 5 2 5 1= − = − + .

< O A x y1 0 2 1 0 2 1
1 1

→
= +. sin . cosθ θ

 

fig. 9.16. - Vecteur vitesse : translation + rotation.

fig. 9.18. - Application 9.6.
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( ) ( ) = = + + − +  

  

v v t tM A x

x y z

2 1 1
1 1 1
0 0 5 2 5

0 2 0 2 0
1

1 1 1

.
. sin . cosθ θ

( ) ( )[ ] ( ) = = + + + − +   
v v t t tM A x y2 1 05 1 05 1

1 1
. cos . sinθ θ

Remarque : 
Nous aurions pu aussi utiliser la notion de CIR (voir § 9.3.3.) pour trouver l’expression
de la vitesse.

Loi des accélérations

( ) ( )       
a a a a a O A O AA O A O t A O n O O A O A O A= + + = + × + × ×





→ →

1 1 1 1 1 1 11 1ε ω ω

<
  
a vO O x1 1 1

2 1= =

<
  
ε ωO A O A z1 1 1

5 1= = −

< ( )

  

 
a A O t

x y z

x y1

1 1 1

1 1

1 1 1
0 0 5

0 2 0 2 0
1 1= − = −

. sin . cos
cos sin

θ θ
θ θ

< ( ) ( ) ( )  
a O A tA O n P x y1 1 1

2
1

25 2 5 0 2 1 0 2 1= − = − + +
→

ω θ θ. . sin . cos

( )[ ]
( )[ ]

 = = + − +

+ − − +

  



a a t

t

M A x

y

2 5 2 5 0 2 1

5 2 5 0 2 1

2

2

1

1

cos . . sin

sin . . cos

θ θ

θ θ

Loi de déplacement

( )θ ω θ θ= = + +  = + =


O A tdt t t t t
1

5
2

2 5 2 5
2

0
2. . (éq. 9.141.)

Calcul des vitesses et des accélérations pour les différentes positions
1) (en utilisant éq. 9.141.)θ =  =0 0t

 
v M x1 15 1

1
= .  =v m sM 1 15.

  
a M x y1 3 1 125 1

1 1
= − .  =a m sM 1

2325.

2) ( )θ π=  = −2 0 437 143t s ou s. .
  
v M x y2 1874 1 0 937 1

1 1
= −. .  =v m sM 2 2 09.

  
a M x y2 2 39 1 10 1

1 1
= − −. .  =a m sM 2

22 59.
3) θ π=  =t s0 727.

 
v M x3 1227 1

1
= .  =v m sM 3 1227.

  
a M x y3 10 1 7 52 1

1 1
= +. .  =a m sM 3

27 59.

4) θ π=  =3 4 0 961t s.
  
v M x y4 2 922 1 14611

1 1
= +. .  =v m sM 4 327.
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Application 9.7. Trouver la vitesse et l’accélération du point B de la jante d’une roue qui roule sans
glissement sur un rail rectiligne, quand la vitesse du centre A de la roue est égale à  constante.v A

fig. 9.20. - Application 9.7. Solution.

  
a M x y4 12 67 1 10 1

1 1
= +. .  =a m sM 4

212 71.

Solution :
Recherche de la vitesse :
Appliquons la formule générale

  v v vB A B A= +
avec :

v ABB A ⊥
→

et :
  
v AB rB A AB AB= =ω ω

On trouve la valeur de la vitesse
angulaire  en partant du fait que le


ω AB

point D de la roue ne glisse pas sur le
rail; ce qui implique :

   v v vD A D A= = +0
où :

  
v AD rD A AB AB= =ω ω

Finalement, on trouve que :




ω AB
Av
r

=

et donc :
  v r vB A AB A= =ω

Le parallélogramme construit sur  et  est un losange.v A
vB A

On démontre facilement que  a une direction perpendiculaire à  et que :vB BD
. v vB A= 2 cosα

Recherche de l’accélération : appliquons la formule générale
Pour l’accélération de B; on trouve :

( ) ( )     

 

a a a a a a

a AB AB

B A B A A B A t B A n

A AB AB

= + = + +

= + × −
→ →

ε ω 2

Avec :
< ; 

a A = 0
< ;

  
ε ωAB AB= = 0

< ; 




ω AB
Av
r

= AB r=
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fig. 9.21. - Centre fictif de rotation.




a
v
r

ABB
A= −

→
2

2

et ainsi :




a
v

rB
A=

2

est dirigée en permanence vers le centre A de la roue.

9.3.3. Décomposition en une suite de rotations infinitésimales

A) Principe de la méthode

Une autre méthode simple et concrète de détermination des vitesses des points du solide en
mouvement plan est basée sur la notion de “centre instantané de rotation”. Examinons deux positions
successives σ et σ1, aux instants t et  (fig. 9.21.).t t t1 = + Δ

Il est facile de voir que la section σ, et avec elle tout le solide, peuvent être amenés de σ à σ1 par
une rotation unique autour de C.F.R., le centre fictif de rotation amenant A en A1 par une rotation
d’amplitude θA, et B en B1 par une rotation de même amplitude . Le C.F.R., qui n’est pasθ θB A=
nécessairement un des points du solide, est le point d’intersection des médiatrices de  et .AA1 BB1

Dès lors, lorsque Δt tend vers 0, le centre fictif de rotation devient le “centre instantané de
rotation” (C.I.R.), que nous désignerons par I. Sa détermination (fig. 9.22.) est simple :

< quand ,  a la même direction que  (tangente à la trajectoire de A), etΔt → 0 AA1

→ v A

;AA1 0
→

→

<  a la même direction que , et ;BB1

→ vB BB1 0
→

→
<  les deux médiatrices dont question ci-dessus se réduisent, dès lors, aux deux perpendiculaires

à  et à , dont le point d’intersection est I.v A
vB
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fig. 9.22. - Centre instantané de rotation.

Ce point I, centre de la rotation, est donc le seul point du mouvement dont la vitesse instantanée
est nulle :

à l’instant t 
vI = 0

Remarque :
La même conclusion serait obtenue en appliquant la relation d’équiprojectivité des
vitesses, sur  et sur .AI BI

Dès lors, si on reprend la relation établie en § 9.1.5., il vient :





 



 

 



 

v v IA IA

v v IB IB

A I AB AB

B I AB AB

=

=

+ × = ×

=

=

+ × = ×














→ →

→ →

0

0

ω ω

ω ω

On voit que les vitesses scalaires des points du solide sont proportionnelles à leurs distances au
centre instantané de rotation.

Il faut noter que le C.I.R., caractérisé par le fait que sa vitesse instantanée est nulle, n’est pas
nécessairement un point fixe; à différents instants peuvent correspondre des positions différentes du
C.I.R., qui est donc un point qui “évolue” aussi suivant une certaine trajectoire. Nous aurons à déterminer
plus loin le lieu des positions successives du C.I.R., au cours du temps.

Remarque importante :
La technique du C.I.R. s’avère particulièrement efficace pour la détermination des
vitesses des points d’un solide, par application des formules des vitesses dans un
mouvement circulaire.
Mais il ne faut surtout pas généraliser ce mouvement circulaire pour le calcul des
accélérations des points : en effet, I est un point pour lequel , à l’instant t, est nul; celavI

n’implique pas que  soit nul !aI

Dès lors, par § 9.1.5. :
 

    

v IB

a a IB IB

B AB

B I AB AB AB

= ×

= + × + × ×





→

→ →

ω

ε ω ω
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fig. 9.23. - Détermination du C.I.R.

et toute la difficulté réside dans la détermination de .aI

B) Détermination et utilisation du C.I.R.

Soit une figure σ en mouvement dans son plan, et deux points A et B de cette figure. La
connaissance de  et de la direction de  suffit pour déterminer I et calculer la vitesse angulaire duv A

vB

solide σ :  (fig. 9.23.) : par A, on mène une perpendiculaire à ; par B, une perpendiculaire à la


ω σ
v A

direction de  : le point de rencontre de ces perpendiculaires est I, le C.I.R..vB

Le module de la vitesse angulaire instantanée  est donnée par :


ω AB




ω AB
Av

IA
= (éq. 9.209.)

Dans l’équation précédente, il n’est pas toujours aisé de déterminer la distance entre la vitesse
et le C.I.R.. Pour contourner cette difficulté, nous pouvons nous servir de la relation suivante, ne
contenant, outre les grandeurs des vitesses, uniquement la distance , intrinsèque au solide. Soit :AB


 

ω
α β

AB
A Bv v

AB
=

−sin sin
(éq. 9.211.)

α et β étant les angles entre la direction des vitesses et la barre  (voir figure fig. 9.24.).AB
En effet :

( ) ( )
  

 

ω α β

ω α ω β

AB A A

AB AB

AB v v

AI BI

= −

= −

?
sin sin

sin sin

 = −

= ′ − ′

AB AI BI

AI BI CQFD

sin sinα β
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fig. 9.24. - Détermination de la vitesse
angulaire du solide.

Quant à la vitesse instantanée  d’un point M quelconque du solide σ, elle sera perpendiculairev M

à , de module :IM

  v IM v IM
IAM AB A= =ω

C) Discussion

Soit  et  les vitesses de deux des points d’un solide.v A
vB

1) Si  et  ne sont pas parallèles, alors I est à distance finie (voir détermination par B) ci-v A
vB

dessus).

2) Si  et  sont parallèles, quatre cas peuvent se présenter :v A
vB

<  (fig. 9.25.A.) : I est rejeté à l’infini, et le mouvement correspond à une v vA B=
translation;

<  et B est sur la perpendiculaire à , menée par A (fig. 9.25.B.) : I est sur , v vA B≠ v A AB
de façon à donner une variation linéaire des vitesses;

<  et ; alors I est directement confondu avec A; 
v A = 0  

vB ≠ 0

<  et B n’est pas sur la perpendiculaire à  menée par A (fig. 9.25.C.) : cette v vA B≠ v A

situation est impossible en réalité, car un C.I.R. rejeté à l’infini représenterait un
mouvement de translation, pour lequel on aurait . v vA B=
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fig. 9.25. - Diverses situations : A - C.I.R. à l’infini; B - Forces parallèles de grandeurs différentes; C - Situation
impossible.

Application 9.8. Dans l’application 9.1. déterminer la vitesse angulaire de  pour .BC α π= 6

fig. 9.26. - Recherche du C.I.R..

Solution :
Recherche du CIR de BC

Si on porte une perpendiculaire à  et unevC

perpendiculaire à , l’intersection est le point O etvB

donc CIR de . BC

Détermination de la vitesse angulaire 


ω BC

1ère méthode :
Comme B appartient aussi bien à  qu’à , onOB BC
peut écrire :

 

 
 v OB

v BC
rad s

B OB

B BC
OB BC

=

=






= =

ω

ω
ω ω 2

2ième méthode
Via l’équation éq. 9.211.

( )


 

ω
α π

BC
B Cv v

BC
rad s=

−
= − =

−

sin sin . sin0 0 0 693 6
10 3 10

2
2
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Application 9.9. Traiter l’application 9.7. par la technique du C.I.R.

fig. 9.27. - Application 9.9. C.I.R.

Application 9.10. La latte , de longueur b, seAM
déplace dans un plan de telle sorte que A parcourt
l’axe x et B l’axe y; . On donne .AB = 1 ( )x f tA =
Déterminer la trajectoire décrite par M et la vitesse

.v M

fig. 9.28. - Application 9.10.

Solution :
Recherche de la position du CIR

Le point de contact D de la roue (qui ne
glisse pas) est le C.I.R., car . 

vD = 0

Recherche de vB

Par conséquent,  est perpendiculaire àvB

, et de plus :IB
  



v v IB
IA

v r
r

v

B A A

A

= =

=

2

2

cos

cos

α

α


 

ω AD
A Av

IA
v
r

= =

En particulier :  v vE A= 2

Remarque :
Dans ce cas-ci aussi on aurait aussi pu utiliser l’équation éq. 9.211. avec les points B et
D, sachant qu’ici  :vD = 0


  

ω
α

αAD
B A Av

BD
v

r
v
r

=
−

=
−

=
sin cos sin

cos
90 0 2 90 0

2

Recherche de l’accélération
Pour la recherche de l’accélération, il faut revenir à la formule générale (voir l’application 9.7.)

Solution :
Equation de la trajectoire du point M (fig. 9.29.)

( )x b x b
y b

M A

M

= − = −
=





cos cos
sin

α
α

1

En éliminant α, on obtient :
y
b

x
b







+
−









 =

2 2

1
1

équation d’un ellipse (d’où le nom d’ “ellipsographe” donné à ce dispositif).
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fig. 9.29. - Application 9.10. Détermination du C.I.R.

fig. 9.30. - Coordonnées du C.I.R.

Recherche de la vitesse du point M
Les directions de  et  sont imposées, d’oùv A

vB

on trouve (pour tout instant t) la position de I; la
vitesse  est perpendiculaire à , et vaut :v M IM


 

 

ω AB
A M

M A

v

IA

v

IM

v v IM
IA

= =

 =

avec : v xA A= 

Remarque :
On aurait pu aussi dériver l’équation de la trajectoire (principe du mouvement simple du
point). Il faut connaître dans ce cas .( )α = f t

D) Base et roulante

On peut démontrer que les coordonnées du C.I.R. sont donnés par les équations suivantes :

x x
v

y y
v

I A
A y

I A
A x

= −

= +

ω

ω

σ

σ

(éq. 9.260.)

Notations : xA ; yA les coordonnées, dans un repère fixe, d’un point A dont on connaît
la vitesse

vA x ; vA y les projections de la vitesse du point A dans le repère fixe

ωσ la projection de la vitesse de rotation du solide AB

En effet :
  

 

v v AB

v IB

B A AB

B AB

= + ×

= ×









→

→

ω

ω

 + × = ×

 + × −





=

 + × =

→ →

→ →

→

  

  

  

v AB IB

v AB IB

v AI

A AB AB

A AB

A AB

ω ω

ω

ω

0

0

Définition : On appelle “base” (ou centroïde fixe) le lieu des positions successives
du C.I.R., dans le plan Oxy dans lequel on étudie le mouvement.
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fig. 9.32. - Base et roulante.

Et via la division vectorielle, on trouve :

AI
v

m
x x
y y

v v
mAB A

AB

AB

I A

I A

x y z

AB

A x A y

AB

AB

→
=

×
+ 

−
−

















= +
 




  


ω

ω
ω

ω

ω
ω

2 2
0

1 1 1
0 0

0

CQFD
( ) ( )

( ) ( )





1

1

x I A
A y

AB

y I A
A x

AB

I A
A y

AB

I A
A x

AB

x x
v

y y
v

x x
v

y y
v

− = −

− =















= −

= +













ω

ω

ω

ω

On peut démontrer que la roulante, mobile, roule sans glisser sur la base, fixe et que les 2 courbes
sont tangentes.

Déterminer la base et la roulante à partir du C.I.R. entre 2 solides n’offre que peu d’intérêts. Par
contre, dans beaucoup de mécanismes, certains solides ont entre eux des mouvements de roulement et de
ce fait la base et la roulante sont matériellement réalisées, ce ne sont plus des courbes théoriques.

Exemples : une roue qui roule sans glisser, une poulie sur son câble.

Définition : On appelle “roulante” (ou centroïde mobile) le lieu des positions
successives du C.I.R., repérées par rapport au solide σ qui effectue le mouvement.

fig. 9.31. - Base et roulante.
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Application 9.11. Une échelle , de longueur l, est appuyée d’une part sur un sol horizontal etAB
d’autre part sur un mur vertical. Déterminer la base et la roulante du mouvement lorsque l’échelle
glisse à la fois sur le sol et sur le mur.

fig. 9.33. - Application 9.11.

Solution :
Position du C.I.R.

A chaque instant, par exemple t1, le C.I.R. I1 est
situé à l’intersection des normales en A1 et B1
des trajectoires rectilignes de A et B. Si les
coordonnées de A sont A (0; y) et celles de B
(x; 0), alors, les coordonnées de I sont (x; y); de
plus, dans le triangle , on a .AOB x y l2 2 2+ =

Recherche de la base
La position du C.I.R. s’écrit, dans le repère fixe
Oxy, en utilisant l’équation éq. 9.260. avec v A

vers les y négatifs :
( )

x
v

avec v l

y l

I
A

AB
AB A

I

= −
−

+
=

= +









0

0
ω

ω α

α

: sin

cos

 = +
→

OI l lx ysin cosα α
 
1 1

La base est donc un quart de circonférence centrée en O et de rayon égal à l. Soit D le point
milieu du segment ; le point I est à la distance constante  du point D. AB l 2

Recherche de la roulante
Prenons un repère mobile sur le solide “échelle”. Soit O1x1y1. La position du C.I.R. I2 s’écrit dès
lors sachant que :

B I B A l2 2 2 2

→
= =cos cosα α

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

B I l

l l

l l

x y

x y

y x y

2 2 1 1

2
2

1
2 1
2

1

2
1

2
2 1 2 1

1 1

1 1

1 1 1

→
= +

= +
+

= + +

cos sin cos

sin cos

sin cos

α α α

α α

α α

 

 

  

Avec : 0 90≤ ≤ °α

La roulante est donc la demi-circonférence du centre D et de rayon .l 2

Interprétation
Nous pourrions remplacer le glissement de l’échelle par un roulement sans glissement du solide
“échelle + roulante” roulant sur le solide “base”.
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fig. 9.34. -  Relation de Roger.

9.3.4. Mécanismes : relations de Roger

Dans un mécanisme comportant plusieurs corps en mouvement dans un même plan, chaque corps
qui n’est pas en mouvement de translation possède à l’instant donné son propre C.I.R. et sa propre vitesse
angulaire. Dès lors, le point de liaison entre deux corps doit respecter, au niveau de sa vitesse et de son
accélération, aussi bien les champs de vitesse et d’accélération du premier corps que ceux du second
corps.

D’autre part, si, pour un solide σ, on connaît les vitesses et accélérations de deux de ses points
A et B , alors pour tout point D sur le segment , la vitesse  (respectivement l’accélération ) estAB vD

aD

une variation linéaire entre  et  (respectivement entre  et ).v A
vB

a A
aB

Soit : .AD k AB k AD
AB

→ →
=  =

Si  et  sont connus, on peut écrire (1ère relation de Roger (4) ) :
v A

vB

  

  

    v v AB

v v AD
v v k AB v k ABB A p

D A p

D A p A p

= + ×

= + ×









 = + × = + ×





→

→

→ →ω

ω
ω ω

( )   v v k v vD A B A= + −  ( )  v k v k vD A B= − +1

De même si  et  sont connus on peut écrire (2ème relation de Roger) :a A
aB

   

   

 

 

a a AB AB

a a AD AD

a a k AB

k AB

B A p p p

D A p p p

D A p

p p

= + × + × ×





= + × + × ×
















= + ×

+ × ×





→ →

→ →

→

→

ε ω ω

ε ω ω

ε

ω ω

( )   a a k a aD A B A= + −  ( )  a k a k aD A B= − +1

(4) Roger (1958 [Bruxelles] - ) : Tof peï 
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Application 9.12. La bielle , reliée au culbuteur ,AB BC
est fixée à la manivelle  qui tourne uniformément autourOA
de l’axe O avec la vitesse angulaire 


ω OA rad s= 4

constante.
Les dimensions sont les suivantes :

; ; .OA r m= = 05. AB r m= =2 1 BC r m= =2 1
2

Pour la position montrée sur le schéma, angle  et =OAB π
2

angle , déterminer l’accélération des points B et =ABC π
4

M de la bielle (M est milieu de ).AB

fig. 9.35. - Application 9.12.

fig. 9.36. - Application 9.12. : détermination des vitesses.

Solution :
La résolution peut être purement géométrique, puisque les vitesses et accélérations ont des directions
immédiatement déterminées (voir dessin).

Recherche des expressions de la vitesse et de l’accélération du point A
Le C.I.R. de la manivelle  est le point I1, confondu avec O; pour le mouvement circulaire deOA
A, on trouve :

 
 
v r m sA OA= = × =ω 4 05 2.

et donc : 


v A y= 2 1
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et :


 
a r m s

a r m s

A n OA

A t OA

= = × =

= =







ω

ε

2 2 2

2

4 05 8

0

.

Recherche de la vitesse et de l’accélération du point B
Le C.I.R. du culbuteur  est le point ; pour le mouvement circulaire de B, on trouve : BC I C2 =

  
v rB BC BC= =ω ω2 1

2
et :



  

a r

a r

B n BC BC

B n BC BC

= =

= =










ω ω

ε ε

2 22 1
2

2 1
2

mais  et  ne sont pas encore connus !


ω BC


ε BC

Recherche de la vitesse du point B
1ère méthode

Le C.I.R. de la bielle  est connu, puisque  et la direction de  le sont !AB v A
vB

I3 est l’intersection du prolongement de  avec le prolongement de .OA BC
Ce point I3 n’est pas fixe (au contraire de I1 et I2). 
A l’instant considéré :

 et I A r3 2= I B r3 2 2=
Ainsi, on trouve, pour l’instant considéré :

  


v I A
v

I A
rad sA AB AB

A=  = =
×

=ω ω3
3

2
2 05

2
.

et dès lors, la vitesse du point B vaut :
 
v I B r m sB AB= = × =ω 3 2 2 2 2 2

et donc : 
  
vB x y= − +2 1 2 1

2ième méthode
Par équiprojectivité des vitesses. En effet, comme l’angle , nous pouvons en déduireα π= 4
immédiatement que :

  

   
  v v

v v
vB y A y

B x A x x
B x y

= =

= − = −
 = − +







2 1

1 2 1
2 1 2 1

tanα

Recherche de 


ω BC

1ère méthode
D’autre part, on a que :

  


v BC
v
BC r

rad sB BC BC
B=  = = =ω ω 2 2

2
4

2ième méthode
Dans ce cas-ci aussi on aurait aussi pu utiliser l’équation éq. 9.211. avec les points B et C,
sachant qu’ici  :vC = 0
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fig. 9.37. - Application 9.12. : détermination de l’accélération.




ω BC
Bv

BC
rad s=

−
=

−
×

=
sin sin

.
90 0 2 2 90 0

2 05
4

Recherche de l’accélération du point B
Pour trouver l’accélération de B, on ne peut plus utiliser le C.I.R. de , il faut passer à laAB
formule analytique de l’accélération. Donc, dans un premier temps, on peut écrire ( ) :B AB∈

( ) ( )     a a a a a aB A B A A B A t B A n
= + = + +

avec :
a OA m sA OA= = × =ω 2 2 24 05 8.

mais :  ?  
a AB rB A t AB AB= = ×ε ε 2


ε AB

a AB m sB A n AB= = × =ω 2 2 22 1 4

Ensuite, pour le même point B, on peut aussi écrire ( ) :B BC∈

( ) ( )     a a a a a aB C B C C B C t B C n
= + = + +

avec :
aC = 0

mais :  ?
  
a BC rB C t BC BC= = ×ε ε 2 

ε BC
a BC m sB C n BC= = × × =ω 2 2 24 2 05 8 2.

1ère méthode
Géométriquement, si on combine ces 2 résultats, on trouve :

Les deux termes  et  sont connus en direction mais pas en grandeur; maisaB C t

aB C n

l’intersection de leurs directions fixe leur grandeur, et par la même occasion, ; on obtient :aB

  
a r rad sB C t BC BC=

−
= =  =

8 2
4

4

4
4 2 2 8 2

sin

cos

π

π
ε ε

  
a r rad sB A t AB AB= + + = =  =8 8 2

4
4 2

4
20 2 20 2cos cosπ π ε ε
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Dans la position considérée, et dans le système d’axes représenté, on a ainsi :
  
aB x y= +12 1 4 1

et :
a m sB = + =12 4 12 652 2 2.

2ième méthode
Analytiquement, exprimons l’accélération de B ( ) :B AB∈

( ) ( )     a a a a a aB A B A A B A t B A n
= + = + +

avec :

( ) ( )  
a OAA OA x x= − = −ω 2 1 8 1

mais :  ?( ) ( )    
a ABB A t AB x AB x= =ε ε1 1


ε AB

( ) ( )  
a ABB A n AB y y= =ω 2 1 4 1

Ensuite, pour le même point B, on peut aussi écrire ( ) :B BC∈

( ) ( )     a a a a a aB C B C C B C t B C n
= + = + +

avec :
 
aC = 0

mais :  ?
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

   
a BC BCB C t BC x BC y

BC x BC y

= + −

= − −

ε π ε π

ε ε

sin cos

. .

4 1 4 1

05 1 05 1

ε BC

( ) ( ) ( ) ( ) ( )    
a BC BCB C n BC x BC y x y= + = +ω π ω π2 24 1 4 1 8 1 8 1cos sin

On égale les 2 expressions de l’accélération de B, soit :

( ) ( )
 

         
a AB a BCB B

x y AB x x y BC x BC y

∈ = ∈

− + + = + + + −8 1 4 1 1 0 8 1 8 1 05 1 05 1ε ε ε. .

( )
( )

  

 





1 8 8 05

1 4 8 05

8 4
05

8

8 4 8 20

2

2

x AB BC

y BC

BC

AB

rad s

rad s

− + = +

= −








=
−

=

= + + =









ε ε

ε

ε

ε

.

.
.

Finalement :
et :  

aB x y= +12 1 4 1 a m sB = + =12 4 12 652 2 2.

Recherche de la vitesse et de l’accélération du point M milieu de AB
Application des relations de Roger.

( ) ( )     

 

v v vM A B y x y

x y

= + = + − +

= − +

1
2

1
2

1
2

2 1 1
2

2 1 2 1

1 2 1
et :

( ) ( )     

 

a a aM A B x x y

x y

= + = − + +

= +

1
2

1
2

1
2

8 1 1
2

12 1 4 1

2 1 2 1
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9.4. Mouvement composé du solide

9.4.1. Introduction

La définition de la composition du mouvement est identique à celle du chapitre 8. : le solide est
en mouvement relatif par rapport à un système d’axes O1x1y1z1 et simultanément ce système est en
mouvement d’entraînement par rapport à un système d’axes Oxyz, considéré comme immobile.

Le mouvement du solide S par rapport à Oxyz est dit mouvement absolu de S.

Nous limiterons l’étude à la détermination des vitesses.

9.4.2. Expression analytique de la vitesse

Pour exprimer la vitesse nous avons deux approches possibles :

< soit partir de l’expression du mouvement simple du solide (§ 9.1.5.);
< soit partir de l’expression du mouvement composé du point (§ 8.2.2.).

fig. 9.38. - Mouvement composé du solide.
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A) Première approche

La formule (éq. 9.40.) développée précédemment (mouvement simple du solide) et adaptée au
cas de figure présent, reste bien sûr valable. M étant un point du solide S, nous avons :

ou
v v O M

OM OO O M

M O P

P

  



= + ×

= + ×









→

⎯ →⎯ ⎯ →⎯ →• •

2 2

2 2

ω

ω
(éq. 9.360.)

Mais elle n’est applicable que si on peut déterminer , vecteur vitesse instantanée de rotation


ω P

du solide en mouvement par rapport au repère fixe Oxyz ou encore vecteur de Poisson d’un trièdre
O2x2y2z2 lié au solide.

Nous cherchons donc à identifier  pour les différents mouvements composés du solide.


ω P

B) Seconde approche

Introduisons un trièdre fixe Oxyz dans le référentiel inertiel U et un autre trièdre O1x1y1z1 en
mouvement et auquel sera associé le vecteur de Poisson  (vecteur vitesse de rotation du trièdre


ω P 1

O1x1y1z1 par rapport au trièdre Oxyz).

Le solide en mouvement composé dans U pourra être donc considéré en mouvement relatif par
rapport au trièdre O1x1y1z1 qui lui-même est en mouvement par rapport à U.

L’équation du mouvement composé du point  devient :  v v vM a M e M r= +

< La vitesse d’entraînement est en fait la vitesse du point M considéré comme fixe dans le
trièdre  O1x1y1z1 :

   
v v O M OO O MM e O P P= + × = + ×

→ ⎯ →⎯ →•

1 1 1 1 1 1ω ω

< Quant à la vitesse relative, c’est la vitesse du point M dans le trièdre O1x1y1z1 considéré
comme fixe. Cela revient à un mouvement simple du solide. Soit :

  
v v O MM r O O P= + ×

→

2 1 2 1 2ω

 étant la vitesse de O2 par rapport au trièdre O1x1y1z1 considéré comme fixe;vO O2 1

 étant le vecteur vitesse de rotation du solide S (du repère O2x2y2z2) par rapport au


ω P 2 1

trièdre O1x1y1z1 (considéré comme fixe).

Nous avons donc l’expression analytique de la vitesse :

 

  

 

  
v OM OO O M

vitesse d entrai nement

v O M

vitesse relative
M a P O O P= = + × + + ×

• •⎯ →⎯ ⎯ →⎯ → →

1 1 1 2 1 22 1
ω ω

' 
(éq. 9.369.)
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Dès lors, nous pouvons établir l’égalité entre les deux relations (éq. 9.360. et éq. 9.369.) :

OM OO O M

OO O M

vitesse d entrai nement

v O M

vitesse relative

P

P O O P

• •

•

⎯ →⎯ ⎯ →⎯ →

⎯ →⎯ → →

= + ×

= + × + + ×

2 2

1 1 1 2 1 22 1





  

 

  

ω

ω ω

' 

(éq. 9.370.)

9.4.3. Composition de deux translations

Nous avons vu (§ 9.2.1.) que le mouvement de translation du solide est entièrement défini par la

vitesse  et l’accélération  d’un de ses points. Elles sont identiques pour tous les points du solide.OM
•⎯ →⎯

OM
••⎯ →⎯

< Le solide est en mouvement de translation par rapport au trièdre O1x1y1z1, d’où :
 

ω P 2 1 0=
< Le trièdre O1x1y1z1 est lui-même en mouvement de translation dans Oxyz, d’où :

 
ω P 1 0=

La formule de base (éq. 9.369.) devient dès lors :

OM OO vO O

• •⎯ →⎯ ⎯ →⎯
= +1 2 1



avec :  (simple translation)v O OO O2 1 1 2=
•⎯ →⎯

Y OM OO O O OO
• • • •⎯ →⎯ ⎯ →⎯ ⎯ →⎯ ⎯ →⎯

= + =1 1 2 2

Le mouvement absolu de S dans U est une translation :

Y
 

ω P = 0

9.4.4. Composition de deux mouvements de rotation

Dans la composition de deux mouvements de rotation, nous aurons donc :

< Un solide S en rotation autour d’un axe a2 avec une vitesse angulaire  (vitesse relative);


ω P 2 1

< L’axe a2 lui-même mobile, en rotation autour d’un axe a1 avec une vitesse angulaire 


ω P 1

(vitesse d’entraînement).

Le mouvement absolu sera le mouvement de S par rapport à l’axe de rotation a1 considéré comme
immobile.

Divers cas peuvent se présenter :
1) Les axes a1 et a2 sont parallèles :  et  de même sens ou  et  de sens


ω P 1


ω P 2 1


ω P 1


ω P 2 1

contraires;
2) Les axes a1 et a2 sont concourants;
3) Les axes a1 et a2 sont deux droites gauches l’une par rapport à l’autre.
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A) Composition de deux rotations d’axes parallèles

Le solide S tourne autour de l’axe a2 qui lui-même tourne autour de l’axe a1. Le mouvement
absolu de S est un mouvement plan.

Prenons l’équation générale (éq. 9.369.) :

OM OO O M

vitesse d entrai nement

v O M

vitesse relative
P O O P

• •⎯ →⎯ ⎯ →⎯ → →
= + × + + ×1 1 1 2 1 22 1



  

 

  
ω ω

' 

avec : (les 2 centres sont confondus)OO1 0
•⎯ →⎯

=


 
vO O2 1

0=

O M O O O M1 1 2 2

→ → →
= +

L’équation devient :

OM O O O M O MP P

•⎯ →⎯ → → →
= × +





+ ×
 

ω ω1 1 2 2 2 1 2

ou : ( )OM O O O MP P P

•⎯ →⎯ → →
= × + + ×
  

ω ω ω1 1 2 1 2 1 2 (éq. 9.390.)

Et utilisant la première approche (éq. 9.360.), adaptée à notre cas, on obtient :

fig. 9.39. - Composition de 2 rotations d’axes
parallèles.
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OM O M O O O MP

• • •⎯ →⎯ ⎯ →⎯ ⎯ →⎯ →
= = + ×1 1 2 2


ω

Et sachant que O2 n’effectue qu’une rotation autour de l’axe a1 :

O O O OP1 2 1 1 2

•⎯ →⎯ →
= ×


ω

on obtient :

OM O O O MP P

•⎯ →⎯ → →
= × + ×
 

ω ω1 1 2 2
(éq. 9.393.)

Conclusion (en comparant avec éq. 9.390.) :

  
ω ω ωP P P= +1 2 1

Exprimons la vitesse d’une autre manière, repartons de l’équation (éq. 9.390.) :

( )OM O O O M

O O O M O M

O M O M

O M O M O O

P P P

P P

P P

P P

•⎯ →⎯ → →

→ → →

→ →

→ → →

= × + + ×

= × +





+ ×

= × + ×

= × + × −





  

 

 

 

ω ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

1 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 2 1 2

1 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2

( )OM O M O OP P P

•⎯ →⎯ → →
= + × − ×

  
ω ω ω1 2 1 1 2 1 1 2 (éq. 9.396.)

a) Si 
  

ω ωP P1 2 1 0+ =

Les vecteurs  et  sont opposés, leur somme vectorielle est nulle : . Il n’y a


ω P 1


ω P 2 1

 
ω P = 0

donc pas de rotation “absolue”. La somme de ces 2 mouvements de rotation se ramène donc
à un mouvement de translation.

Si on compare (éq. 9.396.) avec (éq. 9.393.) on peut en déduire que :

 
ω ωP PO O O O1 1 2 2 1 1 2× = − ×

→ →

b) Si 
  

ω ωP P1 2 1 0+ ≠

On a une rotation autour d’un axe parallèle à a1 et à a2 passant par un point (fixe) I
appartenant à la droite passant par O1 et O2. La position de ce point I est donné par (éq.
9.396.) :

( )    
v OI O I O OI P P P= = = + × − ×

•⎯ →⎯ → →
0 1 2 1 1 2 1 1 2ω ω ω
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Application 9.13. La pédale de bicyclette :
Soit la vitesse angulaire d’entraînement du pédalier : .


ω P 1

Soit la vitesse angulaire relative de la pédale par rapport au pédalier : .


ω P 2 1

Les deux vitesses angulaires ont même norme et on suppose que la pédale reste horizontale dans ce
mouvement composé.

fig. 9.40. - Application 9.13.

 =
+

O I O OP

P P
1

2 1

1 2 1
1 2



 
ω

ω ω

Ce point I est en fait un point de l’ “axe instantané de rotation”, axe qui est parallèle aux axes
 a1 et a2.

La vitesse absolue d’un point M appartenant au solide S, s’obtient aisément à partir de cet axe
instantané de rotation.

( )   
v OM IM IMM a P P P= = × = + ×

•⎯ →⎯ → →
ω ω ω1 2 1

Et comme , .


ω P IM⊥
→  

v IMM P= ω

En conclusion, la composition de 2 rotations d’axes parallèles est :
< soit une rotation d’axe parallèle aux deux autres ;

 
ω P ≠ 0

< soit une translation de vitesse perpendiculaire aux axes de rotation .
 

ω P = 0

Solution :
Positionnement du système d’axe et projection des
vecteurs

    
ω ω ωP P x O O x1 1 1 1

1 2
= =

    
ω ω ωP P x pédale x2 1 2 1 1 1= − = −
 

ω ωP P1 2 1=

On remarquera que les vecteurs  et 


ω P 1


ω P 2 1

forment un couple.

Recherche de la vitesse
Comme la pédale est constamment horizontale,
cela veut dire que tous les points du solide
“pédale” ont la même vitesse de translation
circulaire.

Cette vitesse ( ) est, à tout instant perpendiculaire au plan formé par les vecteurs v OO O O= =
• •⎯ →⎯ ⎯ →⎯

2 1 2

 et vaut :{ } 
ω ωP P1 2 1;

 
v O OP= ω 1 1 2
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fig. 9.41. - Composition de 2 rotations d’axes concourants.

et comme , nous avons :
 

ω ωP P1 2 1=
  
v O O O OP P= =ω ω1 1 2 2 1 1 2

Conclusion : la vitesse de translation circulaire du solide vaut le moment formé par les deux
vecteurs  et .


ω P 1


ω P 2 1

B) Composition de deux rotations d’axes concourants

Soient :
< a1 un axe de rotation immobile et a2 un axe de rotation en mouvement autour de a1;
< O1 étant le point d’intersection des deux axes a1 et a2;
<  la vitesse de rotation autour de l’axe a1;


ω P 1

<  la vitesse de rotation autour de l’axe a2.


ω P 2 1

Prenons un exemple :

Le robot R1 fait tourner la meule R2 autour de l’axe a2 avec une vitesse angulaire  et il a


ω P 2 1

lui-même un mouvement de rotation autour de l’axe a1 caractérisé par la vitesse angulaire .


ω P 1

Si les axes de rotation a1 et a2 se coupent en un point O1, on a . Ce point
 
v OOO1 1 0= =

•⎯ →⎯

appartient donc à l’axe instantané de rotation du mouvement absolu.

Recherche la vitesse d’un point M appartenant à la meule. Soit la formule générale :
   
v OM OO O M v O MM a P O O P= = + × + + ×

• •⎯ →⎯ ⎯ →⎯ → →

1 1 1 2 1 22 1
ω ω

Conclusion importante :
On peut dire qu’un couple de vecteurs “vitesses angulaires” est équivalent à un
vecteur “vitesse de translation” et inversement.
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avec, sachant que nous avons que des mouvement de rotations :

OO

vO O

1 0
0

2 1

•⎯ →⎯
=

=









 

d’où :

( )

OM O O O M O M

O O O M

P P

P P P

•⎯ →⎯ → → →

→ →

= × +





+ ×

= × + + ×

 

  

ω ω

ω ω ω

1 1 2 2 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2

Si on compare cette dernière équation avec (éq. 9.360.) :

OM OO O M

OO O O O M

O O O M

P

P

P P

• •

• •

⎯ →⎯ ⎯ →⎯ →

⎯ →⎯ ⎯ →⎯ →

→ →

= + ×

= +








 + ×

= + ×





+ ×

2 2

1 1 2 2

1 1 2 20





  

ω

ω

ω ω

on constate que :

  
ω ω ωP P P= +1 2 1

Etant donné que le point O1 est un point de l’axe instantané de rotation, nous pouvons aussi écrire
que la vitesse d’un point M est égale à :

( )OM O M O MP P P

•⎯ →⎯ → →
= × = + ×
  

ω ω ω1 1 2 1 1

Conclusion :
La composition de deux rotations d’axes concourants, est une rotation d’axe
passant par le point d’intersection, ligne d’action de la résultante des vecteurs 


ω P 1

et  (ligne d’action du vecteur de Poisson du solide qui est aussi l’axe


ω P 2 1

instantané de rotation).
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9.4.5. Composition d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation

Lors de l’étude du mouvement plan, nous avons décomposé celui-ci en une translation suivie
d’une rotation.

En passant à la limite ( ), le mouvement était en fait décomposé en une translation et uneΔt → 0
rotation instantanée.

Nous avons également vu que le même mouvement plan pouvait être décomposé en une suite de
rotation infinitésimale autour d’un CIR.

Il s’agit ici du problème inverse de composition d’un mouvement de translation et d’un
mouvement de rotation.

Cette composition se ramène donc à la recherche d’une rotation simple du solide autour d’un axe
instantané de rotation.

Une façon simple d’aborder ce problème est de considérer les vecteurs  pour la translation et v


ω
pour la rotation.

A) La vitesse et la vitesse angulaire sont perpendiculaires

Nous avons vu (§ 9.4.4. ) qu’un couple de vecteurs  représentait une translation et pouvait donc


ω
être remplacé par le vecteur  de cette translation.

v

La réciproque est vraie. Nous pouvons remplacer le vecteur  par un couple de vecteurs  et 
v


′ω


′′ω

égaux en module à , distant d’une longueur  telle que :


ω OP
 







v OP OP
v v

= ′′  =
′′

=ω
ω ω

leurs sens résultant du sens de . Appliquons  (de sens opposé à ) en O.
v


′ω


ω

Nous nous trouvons devant un ensemble de 3 vecteurs ,  et  dont deux  et  sont


ω


′ω


′′ω


ω


′ω
réciproques et s’annulent donc.

Le système ( ; ) se ramène donc à une rotation  autour d’un axe instantané dev


ω ( ) 
′′ =ω ω P

rotation passant par P.

fig. 9.42. -  et  sont perpendiculaires.
v


ω
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Remarque :
Ce résultat concorde avec l’étude du mouvement plan :  est indépendant du pôle


ω P

choisi pour la décomposition en translation + rotation.

B) La vitesse et la vitesse angulaire sont parallèles

On voit immédiatement qu’il s’agit d’un mouvement hélicoïdal du solide.

Un point M quelconque du solide parcourt une trajectoire, sur une surface cylindrique, dont l’axe
est l’axe de rotation du mouvement.

La distribution des vitesses des points du solide est alors :
   
v OM OO O M v O MM a P O O P= = + × + + ×

• •⎯ →⎯ ⎯ →⎯ → →

1 1 1 2 1 22 1
ω ω

 

 

 

vO O

O O

P P

2 1

2 1

1

0

0

=

=

=










ω
ω ω

D’où :
 
v OO O MM a P= + ×

•⎯ →⎯ →

1 1ω

et comme  et  sont parallèles, on peut remplacer  par  ( ) et donc :
v


ω OO

•⎯ →⎯
1 k


ω k ∈ℜ

  
v k O MM a P P= + ×

→
ω ω 1

C) La vitesse et la vitesse angulaire sont de directions quelconques

Le problème se ramène aux deux cas précédents en décomposant  suivant l’axe de rotation et
v

suivant une perpendiculaire à cet axe.

On obtient donc un mouvement hélicoïdal dont l’axe de rotation est un axe instantané d’où le nom
d’axe instantané hélicoïdal.

fig. 9.43. -  et  sont parallèles.
v


ω

© R. Itterbeek Mécanique - Mouvement du solide - 9.42 -



Application 9.14. Dans le mécanisme “à
parallélogramme” représenté ci-contre, B, D, E et N sont
des articulations parfaites (sans frottement) situées aux
extrémités des barres; les deux barres  et  sontAE BD
de plus articulées en leur milieu C. A est un appui
mobile, sans frottement, pouvant se déplacer dans une
rainure verticale.

.AE AC BD BC DN EN l= = = = = =2 2 2 2 2
Sachant que la force  horizontale égale 1000 N,


f N

quelle est la relation entre la vitesse du vérin en A et la
vitesse de déplacement horizontal de cette force .


f N

9.5. Travaux virtuels et conservation de la puissance

9.5.1. Introduction

Nous avons abordé le principe des travaux virtuels dans le chapitre 5 consacré à la statique des
corps indéformables. C’est donc une approche de recherche de forces (couples) qui s’applique très bien
aux “mécanismes”. En effet, avec cette technique, on peut connaître la relation entre la force (couple) à
la sortie d’un système mécanique en fonction de la force (couple) à l’entrée, sans avoir à connaître le
processus de transmission.

Partons de l’expression des travaux virtuels. Soit :
δ δW f r= •

 

En divisant par un petit delta de temps, nous trouvons :
δ
δ

δ
δ

W
t

f r
t

P f v=
•

 = •
   

Autrement dit, on pourrait, connaissant les forces (couples) à l’entrée et à la sortie d’un
mécanisme et, connaissant, par exemple, la vitesse à l’entrée, trouver très facilement la vitesse de sortie,
sans passer par la connaissance de toute la transmission.

En effet, dans un mécanisme, la puissance se transmet intégralement, dans l’hypothèse des pertes
par frottement négligeable par rapport aux puissances transmisses.

Il y a donc conservation de la puissance.

On peut évidemment, connaissant les vitesses à l’entrée et sortie du mécanisme, retrouver la force 
(couple) en sortie en fonction de la force (couple) à l’entrée.

Quelques exemples ci-dessous vous montreront la mise en pratique de cette conservation de
puissance dans les mécanismes.

9.5.1. Exemples

Solution :
Conservation de la puissance

fig. 9.44. - Application 9.14.
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Application 9.15. Le piston P, dans un cylindre vertical, est
actionné par le levier  et la bielle . Les dimensions sont lesOA BC
suivantes : ; ; .OB cm= 30 BC cm= 10 3 d cm= 20 3

Quelle est la relation entre le couple moteur  et la force

Cmot

 exercée sur le piston, sachant que la vitesse angulaire du

f P

levier  autour de O est constant.OA

fig. 9.45. - Application 9.15.

Dans l’application 5.12. “Mécanisme à parallélogramme”, nous avons trouvé, au moyen des
travaux virtuels, la relation entre la force  et la force du vérin . Soit :


f N


f q

 
f fq N= 3

2
tanθ

Pour trouver la relation entre la vitesse de déplacement de la charge  et celle du vérin, on

f N

peut utiliser la notion de conservation de la puissance (si, par hypothèse, ce qui est le cas ici, les
divers frottements sont négligeables par rapport au forces en présence).

D’où :

     









 

f v f v v v
f

f
v

f

f

v v

q A N N N A
q

N
A

N

N

N A

=  = =

 =

3
2

3
2

tan

tan

θ

θ

Solution :
Conservation de la puissance

Dans l’application 9.1., nous avons trouvé la relation entre la vitesse du piston  et la vitessevP

de rotation  du levier . Soit :


ω OA

 


v v
OB

P C
OA= =

ω
αcos

Dès lors, en utilisant la conservation de la puissance, on obtient :
   

 










 

C f v

C f
v f OB

C f OB

mot OA P P

mot P
P

OA

P

OA

OA

mot p

ω

ω ω

ω
α

α

=

 = =

 =

cos

cos
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fig. 9.46. - Principe du système bielle-manivelle

Application 9.16. Rechercher la
relation entre le couple moteur

et la force exercée sur

Cm


f P

le piston.

Solution :
Conservation de la puissance

Utilisons ici encore la conservation de la puissance. Soit :
     



C f v C f
v

m P A m P
Aω

ω
=  =

Au § 9A.1.2., éq. 9A.47., nous avons trouvé l’expression (simplifiée) de la vitesse du piston en
fonction de la vitesse de rotation . Et donc :


ω

( )

( )

 =

+










 = +










 





 

C f
k

C f
k

m P

m P

ω θ
θ

ω

θ
θ

sin
sin

sin
sin

2

2

Avec : k l rb m=

Remarques
1) On aurait pu évidemment utiliser la formule exacte pour la vitesse du piston.
2) Dans un moteur à piston, la force  sur le piston est fonction du temps.


f P

© R. Itterbeek Mécanique - Mouvement du solide - 9.45 -



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


