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CHAPITRE 9. MOUVEMENT DU SOLIDE

9.1. Cinématique d’un ensemble de points

9.1.1. Introduction
Un solide est un systéme mécanique constitué d’un ensemble continu de points matériels.

Le solide est supposé indéformable ce qui signifie que la distance entre deux quelconques de ces
points reste constante lors de tout déplacement.

Ce concept de solide est un modéle mathématique; dans la réalité, tous ces solides se déforment
sous ’effet des forces appliquées. Toutefois, dans bien des cas, les déformations seront trés petites par
rapport aux dimensions de solide et le modele sera une approximation satisfaisante du solide réel.

On sait que le mouvement d’un point M est entiérement spécifié¢ si on se donne la fonction
vectorielle :

?:xix+yfy+ziz

x=f (t)
avec : y=1 (t)
z=f, (t)

Si on considére le mouvement d’un solide composé de n points M, , on pourrait le spécifier par

n fonctions vectorielles du méme type (# étant fini ou infini), et caractériser le mouvement de chacun des
points M, par sa trajectoire C,, sa vitesse v,, , son accélération a,, (fig. 9.1.).

fig. 9.1. - Trajectoire.

Le probléme que nous allons traiter est donc celui de la détermination, en fonction du temps, du
“champ des vitesses” et du “champ des accélérations” du solide : le champ instantané des vitesses est
I’ensemble, a un instant donné, des vecteurs vitesses de tous les points du solide; on définit de méme le
champ instantané des accélérations, qui est, a un instant donné, 1’ensemble des vecteurs accélérations de
tous les points du solide.

© J-P. Bauche - R. Itterbeek Meécanique - Mouvement du solide -9.1-



On se rend immédiatement compte de la complexité d’un probléme de cinématique du solide !
(déterminer le vecteur vitesse de tous les points a un instant déterminé, puis recommencer ce travail pour
chaque instant ...). Il existe heureusement, d’une part, des hypothéses de travail, d’autre part des
mouvements simples, qui facilitent ces déterminations des champs de vitesses et accélérations; nous
montrerons que les mouvements les plus complexes peuvent a leur tour se décomposer en mouvements
plus simples.

9.1.2. Equiprojectivité des vitesses

Si le corps solide dont on étudie le mouvement est indéformable, les mouvements des différents
points du solide ne sont pas indépendants les uns des autres : en effet, la distance séparant deux
quelconques des points d’un solide .S indéformable reste invariable (fig. 9.2.) :

fig. 9.2. - Equiprojectivité des vitesses. AA" = BB’

|4B|=k <« ABeAB=K’

Cette relation exprime les liaisons qui existent entre les points d’un solide, et qui, en fait,
définissent le solide. En dérivant cette relation, on obtient :

d( AHB ° ‘ZB) EELENEN L N — -
y =0= ABe AB+ ABe® AB=2 AB e AB
t
Or:
AB=0B - 04

—

3E.zgza:(§_aj.AB

& [Vs][ 48] cos =V, || 48] cose

o ||vB|| cosf= ”VA” cosa
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Les vitesses de deux points quelconques d’un solide ont des projections égales
sur la droite qui les joint.

On dit que le champ des vitesses d’un solide est “équiprojectif”.

Une application intéressante de ce théoréme est la détermination d’une vitesse par double
équiprojectivité.

Soit v, et v, deux vitesses du solides connues intégralement (direction, sens et intensité). (On
vérifiera évidemment I’équiprojectivité des vitesses v, et v, sur AB ). Pour connaitre la vitesse du solide
en un point C, il suffira de relier le point A au point C et de projeter v, sur cette droite, on fait de méme

avec v, que I’on projette sur BC . Sachant que AN =CN’ et que BM =CM’, en construisant le
“parallélogramme” on trouve la vitesse en C.

V(% AC) A

fig. 9.3. - Utilisation de I’équiprojectivité des vitesses pour connaitre la vitesse d 'un troisieme
point du solide.

Remarque :
Si le point C est aligné avec A et B on appliquera les relations de Roger (voir § 9.3.4.).
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Application 9.1. Le piston P, dans un cylindre vertical, est actionné

par le levier OA et la bielle BC. Les dimensions sont les
suivantes :

@:300111; R?:loﬁcm; d=20~/3cm.

La vitesse angulaire du levier O4 autour de O est ||a7|| =2rad/s.

Déterminer ||\7 P” . P

N

Solution : fig. 9.4. - Application 9.1.
Recherche des directions des vitesses

La vitesse de P est égale a la vitesse de C puisque CP est un solide indéformable dont le
mouvement est une translation pure.

La vitesse de B ne sait étre que perpendiculaire au levier 04 puisque le levier effectue une
rotation pure autour de O.

Equiprojectivité des vitesses

Labielle BC étantun solide, on peut utiliser la notion
d’équiprojectivité des vitesses. La projection de v
sur la droite reliant BC doit ¢galer la vitesse de B

projetée sur BC , ¢’est-a-dire directement ¥ 5. Soit :

-y
o[ oB
= ol L2 <
P
2x0.3
= m =0.693 Wl/S N

fig. 9.5. - Equiprojectivité des vitesses.
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9.1.3. Degrés de liberté

Cette notion sera développée plus en détail dans le chapitre 9C. Analyse des mécanismes.

Tout comme on I’a fait pour le point, il importe de pouvoir repérer exactement la position d’un
solide. Ce repérage doit permettre a tout instant de déterminer exactement la position d’un point arbitraire
M; du systeme étudié, généralement par la fonction vectorielle 7. .

Comme les distances entre deux points d’un solide sont fixées, il suffira de connaitre a chaque
instant les positions exactes de trois de ses points non colinéaires pour en déduire celles des autres (fig.
9.6.).

fig. 9.6. - Solide indéformable : degrés de liberteé.

Avec: A (X4 VasZa); B (Xp; v zp); C (Xes Yos 20) et
=laBls k-lscls k=ICH]

Le “nombre de degrés de liberté” du solide est le nombre minimum de coordonnées
indépendantes, nécessaires pour repérer la position du solide. Pour un solide se déplagant librement dans
I’espace, on a besoin de 3 X 3 coordonnées pour A, B, C, ces neuf coordonnées devant vérifier les 3
relations de constance des distances &, k, et k;; il y a donc 9 — 3 =6 coordonnées indépendantes, ¢’est-a-
dire six degrés de liberté, pour un solide pouvant se mouvoir librement dans 1’espace.

Dans le cas d’un mouvement plan du solide, le nombre de degrés de liberté tombe a 3, voir plus
loin.

S’il existe des liaisons sur le solide, comme par exemple un point qui reste fixe, ou qui doit se
déplacer sur une trajectoire précise, alors le nombre de degrés de liberté est évidemment réduit en
conséquence.
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Application 9.2. Déterminer le nombre de degrés de liberté :
a) d’une bille roulant sur un plan;

b) d’un corps possédant un point fixe;

¢) d’un corps possédant deux points fixes.

Solution :
a) Le centre de la sphére doit toujours rester a distance déterminée du sol; le mouvement de ce
centre ne fait donc intervenir que deux coordonnées indépendantes, au lieu de trois. Le
systéme ne possede donc que cing degrés de liberté (5 ddi).

b) Le fait de posséder un point fixe supprime trois coordonnées; il n’y a donc que trois degrés
de liberté (3 ddl).

¢) Avec deux points fixes, la position du corps ne dépend plus que d’un seul degré de liberté (1
ddl).

9.1.4. Angles d’Euler

On détermine traditionnellement les six coordonnées indépendantes d’un solide S libre dans
I’espace en choisissant d’abord un point A de ce solide (souvent le centre de masse G) auquel
correspondent les trois premieres coordonnées.

Ensuite, on construit en ce point un triedre AXYZ lié au solide que 1’on repére, par rapport au
triedre de référence Axyz, au moyen de trois angles caractéristiques, dits “angles d’Euler V> (fig. 9.7.).

Ces trois angles d’Euler correspondent a trois rotations planes successives qui permettent de faire
coincider la base Axyz avec la base AXYZ, ce qui définit au passage deux bases intermédiaires
orthonormées directes.

fig. 9.7. - Angles d’Euler : définition.

D Euler Leonhard (1707 [Bale] - 1783 [Saint-Pétersbourg]) : mathématicien et physicien suisse.
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On définit la droite AN , intersection des plans Axy et AXY, comme étant la “/igne des noeuds”
ou “axe nodal”.

Les trois angles d’Euler, que I’on retrouve notamment dans 1’étude du mouvement gyroscopique,
sont appelés :

» @ :angle de “précession” (rotation autour de I’axe Az);
» 6 :angle de “nutation” (rotation autour de 1’axe nodal AN );
» ¥ :angle de “rotation propre” (rotation autour de 1’axe AZ);

La rotation de I’ensemble pourra étre déterminée par la connaissance du vecteur de Poisson ?
associé, soit :

G,=¢1 +01_+¥1,|@q 937)

9.1.5. Vitesse et accélération d’un point : premiére approche

Soit un solide dont nous repérons la position par celle d’un triedre AXYZ fixé a lui (fig. 9.8.).
Tout point B est ainsi fixe par rapport a ce tricdre mobile AXYZ.

fig. 9.8. - Vitesse et accélération.

On peut appliquer directement les formules établies pour le mouvement composé du point avec
la simplification due a un mouvement relatif nul, en effet, si le point B est fixe par rapport au triédre

mobile, le mouvement relatif est nul, d’ou: v,, =da,, =d,., =0.On trouve ainsi pour la vitesse :

Vp =V, + 0 X AB$(éq. 9.39.)

et pour I’accélération :

-

dg=d,+&5;XAB+ 05 X| O

@ poisson Siméon Denis (1781 [Pithiviers] - 1840 [Sceaux]) : mathématicien, géométre et physicien frangais.
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formules dans lesquelles, @E représente la vitesse angulaire du solide AB et EE I’accélération

angulaire du solide AB .

En fait, si on se rappelle que dans le mouvement composé du point, @, (vecteur de Poisson)

représente le vecteur rotation instantanée du triedre, dans notre cas il représente le vecteur rotation
instantané du solide S.

Le vecteur cT)E (ou @, ) reste le méme, quel que soit le choix du triédre 1i¢ au solide : en effet,

si on prend le triedre A’X’Y’Z’, on aura, pour tout point B :

N
‘73:\_;/4/ +a)ﬁXA'B

et, en particulier :
~ _ . hd _ ~ . -
VSV t0pxA'4 & V,=v,-0"5x A4

N
_= = ’
—VA+a)—B><AA

ce qui donne :

- - -
\73:(\7A +a3;18><AA’)+cT);B><A’B:\7A + @’ x AB
et sachant que :
. ~ - -
Vp=v,+0 - xAB

S , . -, ~
ce qui implique nécessairement que @’ =0 .

Ainsidonc, (T)E (ou @, ) ne dépend pas du choix du repére AXYZ, mais est bien caractéristique

du mouvement du solide.

Remarque :
Par la suite on prendra la notation @, et €, pour, respectivement, la vitesse et

I’accélération angulaire d’un solide quelconque S.
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9.2. Mouvements simples du solide

9.2.1. Translation

Définition : Un solide effectue un mouvement de translation si une droite
quelconque du solide en mouvement se déplace en restant paralléle a elle-méme

(fig. 9.9.).

fig. 9.9. - Mouvement simple du solide.

- - - — - . - .
Ainsi : AB= AB, =k, et BD=B, D, =k, et ce a tout instant (k, et k, constant en
grandeur ef en direction).

A l’instant ¢, on a :

5,=991_04

dt

dJB d(O_)A+l€1j .
V, = = =04=v
boar dt !

- d(()_)A+l€l+l§2) .

5, =400 —04=v
P dt !
V,=Vy,=V,=..| etdonc aussi a,=dy=d,=...

Dans le mouvement de translation tous les points du corps décrivent les mémes trajectoires
(superposables) et a chaque instant ils possédent des vitesses et des accélérations égales en module et en
direction.

Conformément aux formules établies en § 9. 1. 5., le mouvement de translation est caractérisé par :

Translation < @p=€,=0

On peut donc parler, dans le mouvement de translation, de “vitesse du solide” et “d’accélération
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du solide”, égales a la vitesse et a I’accélération de n’importe lequel de ses points. (Pour tous les
mouvements autres que la translation, les points du solide se déplacent avec des vitesses et des
accélérations différentes, et pour ces mouvements les expressions “vitesse du solide” ou “accélération
du solide” n’ont pas de sens).

Remargues :
ranslation igni ouvement rectiligne” : i i ra io
1) “t lation” ne signifie pas “m ent rectiligne” : il existe des translations

rectilignes et curvilignes. La figure 9.10. représente deux roues qui sont supposées
rouler sur un rail, qui est fixe. Les mouvements des deux roues sont solidarisés par

une bielle AB . Cette bielle est animée d’un mouvement de translation bien que tous
ses points décrivent des cycloides.

fig. 9.10. - AB Solide en translation.

2) Si les trajectoires des points du solide sont des droites on aura une trajectoire rectiligne.

9.2.2. Rotation

Définition : Un solide effectue un mouvement de rotation si deux points du solide
(ou en tous cas deux points qui lui sont invariablement liés) restent fixes (fig.
9.11.).

Soient A et B ces deux points fixes tels que :

v, =v,=0

fig. 9.11. - Solide en rotation.
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Or, par § 9.1.5., on sait que :

5
Vp=V,+0p, X AB

g —
de ce fait : (T)E X AB =0, ce qui entraine que :
Solide au repos

> soit @,=0 =
Solide en rotation

5
» soit @,//AB =
et ainsi, @, , non nul, doit étre de direction AB constante (mais de module éventuellement variable !).

Tous les points de la droite AB sont fixes; par exemple, pour le point D, quelconque sur AB :

La droite AB est ’axe de la rotation.
Tous les points du solide, hors de 1’axe de rotation, décrivent un mouvement circulaire dans un
plan perpendiculaire a cet axe; le solide étant indéformable, tous les points du solide ont méme vitesse

angulaire. Ainsi, pour le point M :

- -
Vy =V, +0p X AM =@, X AM

~ - . -
=V, +0p XBM =0, x BM

. d . i
=V, +0p, XOM =0, x OM

v,, est bien en permanence perpendiculaire a AB , et ||\7 Iy || = "67) P" ||D7\/[|| sin@ ce qui implique
=1

7

[Full=1a, =6
L’accélération de M est bien celle due a un mouvement circulaire :
ay=4a, tay,,+a,,

——

ol

- -
Ayp=0p x(c?),, xAM) =0, x(cﬁp xBM)
d, , estbien La @, dirigé de M vers O

=0, x((f)P XOMJ

— . -
=—w, OM=-6> OM

et
da,,estbien_.a g,

. - . -
Ay, =Ep X AM =€, X BM

- .
=€, XOM avec €=0
-9.11-

Meécanique - Mouvement du solide
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La loi du mouvement de rotation est ainsi entiérement connue si on connait :
» D’axe AB de larotation;

» laloi 8=f (t) autour de cet axe, dont se déduisent la vitesse angulaire @, = 6 et

I’accélération angulaire &£, = 6 , toutes deux alignées suivant ’axe 4B .

On pourrait dés lors définir des “mouvements de rotation uniforme”, des “mouvements de rotation
uniformément variée”, etc.

@, et €, peuvent étre considérés comme des vecteurs glissants, sur 1’axe de rotation 4B,
puisqu’ils concernent tous les points du solide.

Application 9.5. Un poids B fait tourner un arbre de rayon
7 et un pignon de rayon r,, monté sur le méme axe que
I’arbre. Le mouvement du poids débute de 1’état de repos et
s’effectue avec une accélération constante a,. Déterminer r

<
m

la loi de rotation du pignon de rayon r, qui s’engréne avec
le pignon de rayon r,. " @5

Solution :
La vitesse scalaire de B vaut : B

||\73 || = ”573 || t, dirigée vers le bas (¢ >0).

Recherche de la vitesse angulaire w, + g
Les points de la jante de 1’arbre auront la méme
vitesse fig. 9.12. - Application 9.5.

a5

Fsl=lalr=las]: = &=

Condition de non glissement
Au point de contact de deux solides, s’il n’y a pas de glissement, les vitesses sont égales.
Vu qu’au point C la vitesse scalaire ||\7C || doit étre la méme :

”‘70” = ”(Z)1 ” "= ”6?)2 ” r (avec: @, de sens opposé d @, )

“l@in _ —rifas)e

= []=
r, nr

- - . - —rld,l .
o Gy = [el-[laa- "2

ou ¢, , est la position angulaire du pignon de rayon r, a I’instant 1 =0.
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9.2.3. Conclusions

De I’expression déduite en § 9.1.5., et des expressions du mouvement de translation et du
mouvement de rotation, on peut conclure que tout mouvement du solide peut se décomposer en une
translation combinée a une rotation. Par exemple, un mouvement hélicoidal d’un solide est un
mouvement dans lequel une droite (1’axe du mouvement) du solide reste fixe en pouvant glisser sur elle-
méme; un point du corps - non situé sur I’axe - décrit une hélice circulaire autour de cet axe; tous les
points du solide décrivent simultanément autour de 1’axe des hélices circulaires de méme pas (mais de
rayons différents).

9.3. Mouvement plan du corps solide

9.3.1. Définition

Définition : On entend par mouvement plan le mouvement du solide dans lequel
tous ses points se déplacent parallélementaunplanfixez: v,, / / x ¥V M € Solide

(fig. 9.13.).

Soit le triedre Oxyz, tel que Oxy est paralléle a z; soit o I’intersection du solide S avec Oxy. Il
suffit, pour connaitre entiérement le mouvement du solide S, d’étudier le mouvement de ¢ dans le plan
Oxy; en effet, tous les points d’une droite A’AA” du solide, perpendiculaire au plan z, se déplacent de
fagon identique (voir les trajectoires C, , C,. et C,. “superposables™).

AA =k 1
avec k constant d’ou :
S d(O_)A ¥ [A') d((;A Tk TZ)
- d 0A’
VA, = =
dt dt dt

fig. 9.13. - Mouvement plan du solide.

Par ailleurs, on peut écrire dans tous les cas :

>
bad - - 4
Vy=V,+0px A4
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B S s0it @p = 0 = translation! |
= WpxA4'=0 = 5
soitwp,=w1, = @p//AA" = rotationd'axel &

L’étude du mouvement pourra se faire dans le plan Oxy, avec un vecteur @, perpendiculaire a
ce plan (fig. 9.14.).

fig. 9.14. - Mouvement de rotation plan.

Le nombre de degrés de liberté est égal a trois : le repérage du solide ¢ dans le plan Oxy peut se
faire par les 3 coordonnées :

» x, ety,, fonction du temps;

» @, angle d’une droite de o passant par A, également fonction du temps.

Dans ce cas, onaura: @, =6 1_.

9.3.2. Décomposition en une translation suivie d’une rotation

fig. 9.15. - Translation + rotation du solide.

Examinons deux positions successives o et o, aux instants zet ¢, =t + At (fig. 9.15.). Il est facile

de voir que la section g, et avec elle tout le solide, peuvent étre amenés de ¢ a g, en deux étapes; il faut
d’abord déplacer le solide jusqu’en ¢}, par translation de fagon que A arrive en A, et B arrive en B’ |; puis
on fait tourner la section ¢, autour de A,, de I’angle A6. 1l en découle que le mouvement plan du corps
solide est composé d’un mouvement de translation dans lequel tous les points se déplacent de la méme
fagon que A, et d’un mouvement de rotation autour de point A.
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Dés lors, pour At tendant vers 0, on a :

~
Vp =V, + Vg, =V, + 0 x ABY(éq. 9.111.)

3) »

formule, aussi appelé “Relation de Varignon ® >, dans laquelle v, signifie “vitesse de B par rapport

a A considéré comme fixe”. Dans ce cas-ci le point B effectue une rotation autour de A.

En résumé :

Vg =V, Vg
= Vg, ‘direction: perpendiculaire a AB (éq. 9.113.)

:module “@E “ AB

La méme décomposition peut se faire au niveau des accélérations :

- -
aB:aA+aB/A:aA+€AB><AB+a)ABX(a)ABXABj
%,—/

(sa). (éq. 9.114.)

(na)

~ . - . 2 -

formule dans laquelle a, , signifie “accélération de B par rapport a A considéré comme fixe”. B

effectuant une rotation autour de A, nous avons donc une composante normale et une composante
tangentielle.

En résumé :

Gy=d, +(dg,) +(dga),
= (53//1)” :sens:de B— A
:module:”a?E “2 A—>B (éq. 9.116.)

= (c? B4 )Z - direction : perpendiculaire & AB

:module: HEE H AB

Graphiquement, la construction de la vitesse d’un point B quelconque du solide, se fait a partir
de v, de la fagon suivante (fig. 9.16.) : on reporte v, tel quel en B; ensuite on trace Vv, ,,

perpendiculairement a ﬁ, et de module Haﬁ)ﬁuﬂ (dans le sens de la rotation); il suffit ensuite

d’additionner vectoriellement ces deux vecteurs pour obtenir v, .

La procédure est identique pour les accélérations (HEEH AB a reporter perpendiculairement a

® Varignon Pierre (1654 [Caen]- 1722 [Paris]) : mathématicien frangais.
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JRS— . 2 _— —_—
AB; |0 H AB areporter suivant AB , de B vers A, voir figure 9.17.).

fig. 9.16. - Vecteur vitesse : translation + rotation.

Application 9.6. Soit une locomotive a deux

essieux reliés par une barre AB , dont M est le
point milieu, reliant les manivelles OA et

fig. 9.17. - Vecteur accélération : translation + rotation.
O’B. Si les roues I et II roulent sans glisser N
sur le rail, déterminer la vitesse et AN

e A M _—.B
; I 11
I’accélération du point M pour les quatre

positions A,, A,, A et A,. fig. 9.18. - Application 9.6.
Données : r, =0.4m,a=m=r1 =02m.
La vitesse de la locomotive est donnée par
||\70||:2t+1[m/s]; ent=0,Aesten 1.

Solution :

Le solide AMB Y1
Il décrit un mouvement de translation (de
rotation), donc :

Vu =V > 11§ A
et a, =a, y
= 1
o A, 012
Loi des vitesses
5
v 5 5 = - I,
V4=V +Vy0 = Vo + 05 X014 1 3 I

5y =(ir1)i TR

S

> — =
wOlA

Rl

fig. 9.19. - Mise en place des références.

. (— Tzl)z— (5t+25)1,

> 0,4A=02sind le + 0.2 cosé Tyl
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1 1 1

X N Z
= Vy=v,=Q2t+1)I, +| 0 0 —(5t+25)
02sin@ 02cosf 0

= V=, =[(20+1)+(+05)cos] 1, —(r+05)sin6 1,

Remarque :

Nous aurions pu aussi utiliser la notion de CIR (voir § 9.3.3.) pour trouver 1’expression

de la vitesse.

Loi des accélérations

- -
aA :aol +(aA/Ol)t +(aA/01>n :a0] +€m X01A+wm X(COOIA XO]A]

1 1

1
X N Z
> (ﬁA/Ol)t = 0 0 —-5=cosfl, —sinbf1,
02sind 02cosd@ O

> (dyo) =- o} O d=—(5¢+25) (025in6 T, +02cos1T, |

= Gy =d, =[2+cos0-(5¢+25) 02sind| I,

# |- sin6 - (51+25)" 020861,

Loi de déplacement
o=

Calcul des vitesses et des accélérations pour les différentes positions

2
dt:%+2.5t+6t=0 = 0=25(1 +1) (éq. 9.141.)

Doa

1) =0 = =0 (en utilisant éq. 9.141.)

Py =151, = || =15m/s

dy, =31, 1251, = |y, |=325m/s>
2) O=n1/2 = 1=04375(ou—1435)

Ty, =18741, -09371, = [Fua]=209mys

dy,=-2391, -101, = |ay,|=259m/s’
3) 6=z = (=0727s

Py =12271, = [Furs| = 1227 mss

dy;=101, +7521, = |as|=759m/s*
4) 6=37/4 = 1=096ls

Vys=29221, +14611, = [y =327m/s
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Gyy=12671, +101,

@y o] = 1271m/s?

Application 9.7. Trouver la vitesse et I’accélération du point B de la jante d’une roue qui roule sans
glissement sur un rail rectiligne, quand la vitesse du centre A de la roue est égale a v, constante.

Solution :

Recherche de la vitesse :

Appliquons la formule générale
V=V, +V B4

avec .
By, L AB
et:
7014 = |05 4B =0 5

On trouve la valeur de la vitesse
angulaire ”a) H en partant du fait que le
point D de la roue ne glisse pas sur le
rail; ce qui implique :
p=0=v,+Vv DA

ou :

¥4 = o75] 4D =& 5]
Finalement, on trouve que :

a1

AB B

et donc :

e b e L

fig. 9.20. - Application 9.7. Solution.

Le parallé¢logramme construit sur v, et v, est un losange.

On démontre facilement que v, a une direction perpendiculaire a BD et que :

[Vsl|=2]v ] cosexr.

Recherche de I’accélération : appliquons la formule générale

Pour I’accélération de B; on trouve :

y=dy+dg, =d,+(dgy) +(dg.)

R - , 7

Avec :

» d,=0;

> gﬁ—éﬁza,

- Jal=T
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- 2
”"A" 7
i, =—14_ 4B
2
r

et ainsi :
~ 12
—_—
|5 =
r

est dirigée en permanence vers le centre A de la roue.

9.3.3. Décomposition en une suite de rotations infinitésimales

A) Principe de la méthode

Une autre méthode simple et concréte de détermination des vitesses des points du solide en
mouvement plan est basée sur la notion de “centre instantané de rotation”. Examinons deux positions
successives o et o), aux instants ¢ et ¢, = ¢+ At (fig. 9.21.).

11 est facile de voir que la section o, et avec elle tout le solide, peuvent étre amenés de o a g, par
une rotation unique autour de C.F.R., le centre fictif de rotation amenant A en A, par une rotation
d’amplitude 6,, et B en B, par une rotation de méme amplitude 8, =6 ,. Le C.F.R., qui n’est pas

nécessairement un des points du solide, est le point d’intersection des médiatrices de 44, et BB, .

fig. 9.21. - Centre fictif de rotation.

Dés lors, lorsque At tend vers 0, le centre fictif de rotation devient le “centre instantané de
rotation” (C.L.R.), que nous désignerons par 1. Sa détermination (fig. 9.22.) est simple :

» quand Ar— 0, A4, a la méme direction que v, (tangente a la trajectoire de A), et
|44,|—0;

- -
» BB, alaméme direction que v, , et ||BB1 || —0;
» les deux médiatrices dont question ci-dessus se réduisent, des lors, aux deux perpendiculaires
a v, etav,,dontle point d’intersection est I.

© J-P. Bauche - R. Itterbeek Meécanique - Mouvement du solide -9.19-



fig. 9.22. - Centre instantané de rotation.

Ce point I, centre de la rotation, est donc le seul point du mouvement dont la vitesse instantanée
est nulle :

v, =0 a I’instant ¢

Remarque :
La méme conclusion serait obtenue en appliquant la relation d’équiprojectivité des

vitesses, sur Z et sur E
Dés lors, si on reprend la relation établie en § 9.1.5., il vient :

~ - R -

{~<l

Il
ol

_ - . i
Vp=V, + Oz XIB=w_;XIB

{

Il
(=1)

On voit que les vitesses scalaires des points du solide sont proportionnelles a leurs distances au
centre instantané de rotation.

11 faut noter que le C.I.R., caractérisé par le fait que sa vitesse instantanée est nulle, n’est pas
nécessairement un point fixe; a différents instants peuvent correspondre des positions différentes du
C.LR., qui est donc un point qui “évolue” aussi suivant une certaine trajectoire. Nous aurons a déterminer
plus loin le lieu des positions successives du C.I.R., au cours du temps.

Remarque importante :
La technique du C.I.R. s’avére particuliérement efficace pour la détermination des
vitesses des points d’un solide, par application des formules des vitesses dans un
mouvement circulaire.
Mais il ne faut surtout pas généraliser ce mouvement circulaire pour le calcul des
accélérations des points : en effet, I est un point pour lequel v, , a I’instant ¢, est nul; cela

n’implique pas que @, soit nul !

Dés lors, par § 9.1.5. :

RN

V=05 X IB

- -
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et toute la difficulté réside dans la détermination de a, .

B) Détermination et utilisation du C.I.R.

Soit une figure ¢ en mouvement dans son plan, et deux points A et B de cette figure. La
connaissance de v, et de la direction de v, suffit pour déterminer I et calculer la vitesse angulaire du

solide o: @, (fig. 9.23.) : par A, on méne une perpendiculaire a v ,; par B, une perpendiculaire a la

direction de v : le point de rencontre de ces perpendiculaires est I, le CIR..

a

fig. 9.23. - Détermination du C.LR.

Le module de la vitesse angulaire instantanée HCDE “ est donnée par :

Dans I’équation précédente, il n’est pas toujours aisé de déterminer la distance entre la vitesse
et le C.L.LR.. Pour contourner cette difficulté, nous pouvons nous servir de la relation suivante, ne

contenant, outre les grandeurs des vitesses, uniquement la distance AB , intrinséque au solide. Soit :

o et f étant les angles entre la direction des vitesses et la barre AB (voir figure fig. 9.24.).
En effet :

()
Ha)ﬁu AB = H|v||A sina — ||v||A smﬁ‘

=[] 47)sine - (65 21)sin

= Ez‘zsina—ﬁsinﬂ‘

:‘F—ﬁ

COFD
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C.I.R.

fig. 9.24. - Détermination de la vitesse
angulaire du solide.

Quant a la vitesse instantanée v,, d’un point M quelconque du solide o, elle sera perpendiculaire

a IM , de module :

[ = 53 7 = ==

C) Discussion
Soit v, et v, les vitesses de deux des points d’un solide.

1) Si v, et v, ne sont pas parall¢les, alors I est a distance finie (voir détermination par B) ci-
dessus).

2) Si v, et v, sont paralléles, quatre cas peuvent se présenter :
»  V, =V, (fig. 9.25.4.) : 1 est rejeté a I'infini, et le mouvement correspond a une

translation;

» vV, #V, et Bestsurlaperpendiculaire a v, , menée par A (fig. 9.25.B.) :  est sur AB ,
de facon a donner une variation linéaire des vitesses;

> Vv, = 0 etV B # 0 ; alors I est directement confondu avec A;
» Vv, #V, et Bn’est pas sur la perpendiculaire a v, menée par A (fig. 9.25.C.) : cette

situation est impossible en réalité, car un C.L.R. rejeté a I’infini représenterait un
mouvement de translation, pour lequel on aurait v, =V, .
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fig. 9.25. - Diverses situations : A - C.IR. a l'infini; B - Forces paralléles de grandeurs différentes; C - Situation

impossible.

Application 9.8. Dans I’application 9. 1. déterminer la vitesse angulaire de BC pour & =7/6.

Solution :

Recherche du CIR de BC
Si on porte une perpendiculaire a V. et une

perpendiculaire a v,, 'intersection est le point O et
donc CIR de BC.

Détermination de la vitesse angulaire Ha) H

1 méthode :
Comme B appartient aussi bien a OB qu’a BC , on
peut écrire :

AW ol ]2 et
sl =[@ 5] B¢

2" méthode
Via I’équation éq. 9.211.

AN

|||VB|SII]0 ||vc||sln0€| ‘O 0693sm7[/6‘

|

BCH_\ BC B ‘ (1043)10°2 ‘

fig. 9.26. - Recherche du C.LR..

2radls
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Application 9.9. Traiter I’application 9.7, par la technique du C.I.R.

Solution :
Recherche de la position du CIR
Le point de contact D de la roue (qui ne 4
glisse pas) est le C.IL.R., car v, = 0.
Recherche de v,
Par conséquent, v, est perpendiculaire a
1B, etde plus L
=l 2 2ree |
14 r
=2 ”‘—)—A ” cos fig. 9.27. - Application 9.9. C.LR.
I L
H“’EH 7

En particulier : v, =2V,

Remarque :
Dans ce cas-ci aussi on aurait aussi pu utiliser I’équation éq. 9.211. avec les points B et

D, sachant qu’ici ||\7D|| =0 :
H@EH _ |||\73|| sii90— 0| _ |2 ||\7A || cosa sin90 — 0| _ ||\7A ||
o |

2rcosa ‘ v

Recherche de I’accélération
Pour la recherche de 1’accélération, il faut revenir a la formule générale (voir I’application 9.7.)

Application 9.10. La latte AM , de longueur b, se Y
déplace dans un plan de telle sorte que A parcourt
I’axe x et B I'axe y; AB=1.Ondonne x, = f(¢). M
Déterminer la trajectoire décrite par M et la vitesse B 1 /
V- B
Solution : A _ o X
Equation de la trajectoire du point M (fig. 9.29.) = VA
xy =bcosa—x, =cos(b-1) fig. 9.28. - Application 9.10.
Yy =bsina

En éliminant a, on obtient :

3+ -

équation d’un ellipse (d’ou le nom d’ “ellipsographe” donné a ce dispositif).
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Recherche de la vitesse du point M
Les directions de v, et v, sont imposées, d’ou

on trouve (pour tout instant #) la position de I; la
vitesse v,, est perpendiculaire a /M , et vaut :

e
M

= Pul=lal=

avec: v, =X,

fig. 9.29. - Application 9.10. Détermination du C.LR.

Remarque :

On aurait pu aussi dériver I’équation de la trajectoire (principe du mouvement simple du

point). Il faut connaitre dans ce cas o = f (t)

D) Base et roulante

Définition : On appelle “base” (ou centroide fixe) le lieu des positions successives
du C.L.R., dans le plan Oxy dans lequel on étudie le mouvement.

On peut démontrer que les coordonnées du C.I.R. sont donnés par les équations suivantes :

(éq. 9.260.)

Notations :  x,; ¥, les coordonnées, dans un repere fixe, d’un point A dont on connait

la vitesse

Vy.s V4, lesprojections de la vitesse du point A dans le repére fixe

W, la projection de la vitesse de rotation du solide AB

En effet :

N
Vp =V, +0_ - xXAB

. g
. - R -
= V,+t0 X AB=0 XIB
_ - - -
= \7A+a)AB><(AB—IB):O

- -

= Vyt+to;XAI=0

C.I.R.

fig. 9.30. - Coordonnées du C.IR.
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Et via la division vectorielle, on trouve :

LI, 0
. 0 0 oj
D— XV - L4 Vi, V 0 -
:—Af 2A mo = |y, -y,|= . quz +tmo;
|l 0 | ]
(Ix) (x1 XA):_VAy x1:xA_VAy
Vs 4 CQFD
=
- Vi, V.
(ly) (J’I J’A): 1 Yir=yat -
AB AB

Définition : On appelle “roulante” (ou centroide mobile) le lieu des positions
successives du C.I.R., repérées par rapport au solide o qui effectue le mouvement.

On peut démontrer que la roulante, mobile, roule sans glisser sur la base, fixe et que les 2 courbes
sont tangentes.

Déterminer la base et la roulante a partir du C.I.R. entre 2 solides n’offre que peu d’intéréts. Par
contre, dans beaucoup de mécanismes, certains solides ont entre eux des mouvements de roulement et de

ce fait la base et la roulante sont matériellement réalisées, ce ne sont plus des courbes théoriques.

Exemples : une roue qui roule sans glisser, une poulie sur son cable.

roulante
base H
M f N
-
N

fig. 9.31. - Base et roulante.

Z

<
base

!

| I

1 G'
‘i’ Moulonte

fig. 9.32. - Base et roulante.

<
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Application 9.11. Une échelle AB , de longueur /, est appuyée d’une part sur un sol horizontal et
d’autre part sur un mur vertical. Déterminer la base et la roulante du mouvement lorsque 1I’échelle
glisse a la fois sur le sol et sur le mur.

Solution :

Position du C.IR.
A chaque instant, par exemple 7, le C.LR. I est Y roulante
situé¢ a I’intersection des normales en A, et B,
des trajectoires rectilignes de A et B. Si les
coordonnées de A sont A (0; y) et celles de B
(x; 0), alors, les coordonnées de I sont (x; y); de

Y
plus, dans le triangle 4OB ,ona x*> +y° =[°. 1\\

Recherche de la base
La position du C.I.R. s’écrit, dans le repére fixe
Oxy, en utilisant I’équation éq. 9.260. avec v ,

vers les y négatifs :
y neg &

(=v4)

xp=0- N avec: @ =v,[lsina fig. 9.33. - Application 9.11.
T

v, =lcosa+0

- — —
= Ol=Isinal, +lcosal,
La base est donc un quart de circonférence centrée en O et de rayon égal a /. Soit D le point
milieu du segment AB ; le point I est & la distance constante //2 du point D.

Recherche de la roulante
Prenons un repére mobile sur le solide “échelle”. Soit O,x,y,. La position du C.I.R. I, s’écrit dés
lors sachant que :

||B:IZ||: B, 4, cosa =1 cos
B;I2 = lcosov(sinaixl +cosoﬁyl)

sin(2 ) T ey cos(2 o)+1 7

X1 N

(sin(Z a) le + cos(2 a) Tyl )

La roulante est donc la demi-circonférence du centre D et de rayon /2.

Interprétation
Nous pourrions remplacer le glissement de 1’échelle par un roulement sans glissement du solide
“échelle + roulante” roulant sur le solide “base”.
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9.3.4. Mécanismes : relations de Roger

Dans un mécanisme comportant plusieurs corps en mouvement dans un méme plan, chaque corps
qui n’est pas en mouvement de translation posséde a I’instant donné son propre C.1.R. et sa propre vitesse
angulaire. Dés lors, le point de liaison entre deux corps doit respecter, au niveau de sa vitesse et de son
accélération, aussi bien les champs de vitesse et d’accélération du premier corps que ceux du second
corps.

D’autre part, si, pour un solide o, on connait les vitesses et accélérations de deux de ses points
A et B, alors pour tout point D sur le segment 4B, la vitesse v,, (respectivement 1’accélération a , ) est

une variation linéaire entre v, et v, (respectivement entre a, et a,).

fig. 9.34. - Relation de Roger.

Soit: AD=k AB = k=

S5

Si v, et v, sont connus, on peut écrire (1° relation de Roger ) :

5
VB:§A+a_ijAB R ~ _ - _ ~ -
N = Vp=V,+t0,XkAB=V, +k|®,x AB

Vp =V, +@,X AD

Vp=v, +k(Vp-v,) = V,=(1-k)V, +kv,

De méme si a@ , et a, sont connus on peut écrire (2°™ relation de Roger) :

N -
aB:aA+gp><AB+cT)p><(cT)p><ABJ 5D:5A+gpkaB
= -
- nd D D)
5D=5A+gp><AD+a3px(a3pr ) +wpx(prkAB)

dp=d,+k(dg—-ada,) = dp=(1-k)a, +ka,

@ Roger (1958 [Bruxelles] - ) : Tof pei’
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Application 9.12. La bielle 4B , reliée au culbuteur R’,

est fixée a lamanivelle OA4 qui tourne uniformément autour

de I’axe O avec la vitesse angulaire “@a“:4rad/s

constante.
Les dimensions sont les suivantes :
— — — 1
OA=r=05m; AB=2r=1m; BC=+2 -5

2
Pour la position montrée sur le schéma, angle (OAB = — et

B ¢

angle (ABC = 7 déterminer I’accélération des points B et Jfig. 9.35. - Application 9.12.

M de la bielle (M est milieu de AB ).

Solution :

La résolution peut étre purement géométrique, puisque les vitesses et accélérations ont des directions
immédiatement déterminées (voir dessin).

Recherche des expressions de la vitesse et de ’accélération du point A

Le C.LR. de la manivelle O4 estle point /,, confondu avec O; pour le mouvement circulaire de
A, on trouve :

[74]= @557 =4x05=2m/s

et donc : VAZZTy

fig. 9.36. - Application 9.12. : détermination des vitesses.
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et:

|a .| = 0% r=4>x05=8m/s*
- _ _ 2
[é.1.]= €3] = 0m/s

Recherche de la vitesse et de I’accélération du point B

Le C.LR. du culbuteur BC est le point /, = C; pour le mouvement circulaire de B, on trouve :

[l =[5 ¥2 r= 5 5|
et:

.| = w3 2 r= 0

s, = Esell 2 r = e

mais ”a) ” et He H ne sont pas encore connus !

Recherche de la vitesse du point B
1 méthode
Le C.I.R. de la bielle 4B est connu, puisque v, et la direction de v, le sont !
I; est ’intersection du prolongement de 04 avec le prolongement de BC.
Ce point I; n’est pas fixe (au contraire de I, et I,).
A I’instant considéré :

I, A=2r et LB=2~2r
Ainsi, on trouve, pour 1’instant considéré :

||vA||—Ha) HIA = Ha) H—:z—‘=2rad/s

et dés lors, la vitesse du point B vaut :
[75]= @ 1:B=2x2~2 r =22 m/s
etdonc: v, =—21, +2Iy
2" méthode
Par équiprojectivité des vitesses. En effet, comme ’angle & = 7/4, nous pouvons en déduire
immédiatement que :
Vy,=v, =21, S

Ve =—||\7A||tanafx =—21

Recherche de Ha) H

1% méthode
D’autre part, on a que :

_IPs] 242
BC \/Er

”VB” Hw HBC = Ha) H =4 rad/s

21" méthode
Dans ce cas-ci aussi on aurait aussi pu utiliser 1’équation éq. 9.211. avec les points B et C,
sachant qu’ici ”‘70 || =0
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4 rad/s

H@H_|||VB||Sin90‘°| 242 5in90-0|
| BC || axos |

Recherche de I’accélération du point B
Pour trouver 1’accélération de B, on ne peut plus utiliser le C.I.LR. de 4B, il faut passer a la
formule analytique de I’accélération. Donc, dans un premier temps, on peut écrire (B € AB) :

Gy=0,+ay, =, + () +(dy.)
avece !
|, |= o 04=4% x05=8m/s
[sa], = el 4B =[] <2 mais e 7
|ds| =% 4B=2% x1=4m/s*

Ensuite, pour le méme point B, on peut aussi écrire ( B € B_C) :
Gy=dc+aye=dc+(age) +(dgc)

avec :
lacl=0
HaB/C

|dsc| =3 BC=4* xJ2x05=8+2m/s*

“ BC—HE—HX 2r mais : Hé‘ H ?

1 ére

méthode
Géométriquement, si on combine ces 2 résultats, on trouve :

N
N
”°B/C"t‘
direction
=~ la gl £="
N
N
— N
(a )
BA™ dir‘eg.tion\\
a-A B n/4 de Cogc)y

fig. 9.37. - Application 9.12. : détermination de I’accélération.

Les deux termes Hd B/CH et Hfl B/CH sont connus en direction mais pas en grandeur; mais
t n

I’intersection de leurs directions fixe leur grandeur, et par la méme occasion, g, ; on obtient :

\/5 sinE

8 —
=—_4\/_—Hs H\/Er = HgB—CH=8rad/s2

cos7/4

s,

HﬁB/AHt:8+S\Ecos%+4\/§cos%:20:“§Eu2r = HEEH:20md/s2
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Dans la position considérée, et dans le systéme d’axes représenté, on a ainsi :

dy =121 +41

et:
la@,] =122 +47 =12.65m/s*

2me méthode

Analytiquement, exprimons 1’accélération de B ( B € E) :

Ay=0, +dy,=d,+ (aB/A)t + (cm )

avece .
a*A:(a)%@)(—T ):—STX
(o), = (€55 4B) T =€ 5] 1. mais : [ 5] 2

Ensuite, pour le méme point B, on peut aussi écrire ( B € R) :

Gy=dc+iye=dc+(iye) +(ige)
avece .

G.=0

(@gc),

=—05[é| 1, - 05]é| T,

(ﬁB/C)n = (a)z—c B_C) cos(7/4) 1, + (a)z—c B_C) sin(z/4) 1, =

On égale les 2 expressions de I’accélération de B, soit :
dy€ AB=ady € BC

8T, +41, + 65| T, =0+ (8T, +8T,)+ (05|, | T, - 05[] 1,)

(L) -8+[Es]= 8+05H830H> ” H_S;_

|€-5]=8+4+8=20rad/s*

(Ty) 4=8- 05”5 H

Finalement :

dy=121,+41, et:  |dy|=412° +4° =12.65m/s’

Recherche de la vitesse et de I’accélération du point M milieu de AB

Application des relations de Roger.

Bu =y Bty = 1) e (-21 4 21)

et

el T4+ e FE e

.
mais [y
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9.4. Mouvement composé du solide

9.4.1. Introduction

La définition de la composition du mouvement est identique a celle du chapitre 8. : le solide est
en mouvement relatif par rapport a un systéme d’axes O,x,y,z, et simultanément ce systéme est en
mouvement d entrainement par rapport a un systéme d’axes Oxyz, considéré comme immobile.

Le mouvement du solide S par rapport & Oxyz est dit mouvement absolu de S.

Nous limiterons I’étude a la détermination des vitesses.

9.4.2. Expression analytique de la vitesse

Pour exprimer la vitesse nous avons deux approches possibles :

» soit partir de I’expression du mouvement simple du solide (§ 9.1.5.);
» soit partir de I’expression du mouvement composé du point (§ 8.2.2.).

fig. 9.38. - Mouvement composé du solide.

©R. Itterbeek Meécanique - Mouvement du solide -933-



A) Premiére approche

La formule (ég. 9.40.) développée précédemment (mouvement simple du solide) et adaptée au
cas de figure présent, reste bien slir valable. M étant un point du solide S, nous avons :

(éq. 9.360.)

—

OM =00, + @&, x 0,

Mais elle n’est applicable que si on peut déterminer @, , vecteur vitesse instantanée de rotation
du solide en mouvement par rapport au repere fixe Oxyz ou encore vecteur de Poisson d’un triédre

0,x,y,7, li¢ au solide.

Nous cherchons donc a identifier @, pour les différents mouvements composés du solide.

B) Seconde approche

Introduisons un triedre fixe Oxyz dans le référentiel inertiel R et un autre triedre O,x,y,z, en
mouvement et auquel sera associé le vecteur de Poisson @,, (vecteur vitesse de rotation du triedre

0O,x,y,2, par rapport au triedre Oxyz).

Le solide en mouvement composé dans 3R pourra étre donc considéré en mouvement relatif par
rapport au triedre O,X,y,z, qui lui-méme est en mouvement par rapport a 3x.

L’équation du mouvement compos¢ du point v,,, =V, , +V,,, devient :

» La vitesse d’entrainement est en fait la vitesse du point M considéré comme fixe dans le
triedre O,x,y,z; :

R R _ - — _ -
Vige =Vo, + @p XOM =00, +0p, X O M

» Quant a la vitesse relative, c’est la vitesse du point M dans le triedre O,x,y,z, considéré
comme fixe. Cela revient a un mouvement simple du solide. Soit :

5
Virr =Vo,0, T Opop X O, M

Vo, 0, €tant la vitesse de O, par rapport au triedre O,x,y,z, considéré comme fixe;
o pop Ctant le vecteur vitesse de rotation du solide S (du repére O,x,y,z,) par rapport au

triedre O,X,y,z, (considéré comme fixe).

Nous avons donc I’expression analytique de la vitesse :

- -

\_}17\4“:0]\4= OOI+&)P1X01M +§02/01+5)P2/IXO2

(éq. 9.369.)

vitesse d' entrai nement vitesse relative
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Dés lors, nous pouvons établir 1’égalité entre les deux relations (éq. 9.360. et éq. 9.369.) :

OM =00, + @, x O, M

= OO Y@, xOM + 70,10, T Dpyyy X O mi(éq9-370)

vitesse d' entrai nement vitesse relative

9.4.3. Composition de deux translations

Nous avons vu (§ 9.2. 1. ) que le mouvement de translation du solide est entiérement défini par la
vitesse OM et1’accélération OM d’un de ses points. Elles sont identiques pour tous les points du solide.
» Le solide est en mouvement de translation par rapport au triedre O,x,y,z,, d’ou :
@p = 0
» Le triedre O,X,y,z, est lui-méme en mouvement de translation dans Oxyz, d’ou :
@p =0

La formule de base (éq. 9.369.) devient dés lors :

OM =00, +7,,,

— _.) . .
avec : Vo,j0, = 0,0, (simple translation)

e e

= 1OM =00, + 0,0, =00,

Le mouvement absolu de S dans St est une translation :

- |@,=0

9.4.4. Composition de deux mouvements de rotation

Dans la composition de deux mouvements de rotation, nous aurons donc :

» Unsolide S en rotation autour d’un axe a, avec une vitesse angulaire @, ) (vitesse relative);
» L’axe a, lui-méme mobile, en rotation autour d’un axe a, avec une vitesse angulaire @,

(vitesse d’entrainement).

Le mouvement absolu sera le mouvement de S par rapport a 1’axe de rotation a, considéré comme
immobile.

Divers cas peuvent se présenter :
1) Les axes a, et a, sont paralléles : @,, et @ pop de méme sens ou O, et o pop de sens
contraires;

2) Les axes a, et a, sont concourants;
3) Les axes a, et a, sont deux droites gauches I'une par rapport a I’autre.
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A) Composition de deux rotations d’axes paralléles

Le solide S tourne autour de 1’axe a, qui lui-méme tourne autour de I’axe a,. Le mouvement
absolu de S est un mouvement plan.

fig. 9.39. - Composition de 2 rotations d’axes
paralléles.

Prenons I’équation générale (éq. 9.369.) :

—_

- -
OM= 00, +@p XOM +V, 5 +@py X0, M

vitesse d' entrai nement vitesse relative
— -
avec : 00,=0 (les 2 centres sont confondus)
Vo,j0, =0

O,M=0,0,+0,M

L’¢équation devient :

— - - _ -
OM =, ><(0102 + ()ZM) +Bpoy X O, M

—.) . - ~ - - ,
ou: 0M=g)P1><0102+(a)P1+o)P2/1)><02M (éq. 9.390.)

Et utilisant la premiére approche (éq. 9.360.), adaptée a notre cas, on obtient :
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— s s -
OM=0,M=0,0, +@wp, xO,M
Et sachant que O, n’effectue qu’une rotation autour de ’axe a, :

N

0,0, =0,, X 0,0,

on obtient :

OM = ,, % 0,0, +@, x 0, M(€q. 9.393.)

Conclusion (en comparant avec éq. 9.390.) :

Op=0Wp +Wp,,

Exprimons la vitesse d’une autre maniere, repartons de 1’équation (ég. 9.390.) :

— - -

OM:a_jpl X0102 +((T)Pl +a_)P2/1)X 02
=Wp, X(0102 + OzM) +Opyp X O, M
=0p XOM+@p,, XO,M

=0p XOM+dp, X(OIM_OIOZJ

e - -

OM =(Bp, + By ) X O M = By, X 0,0, 1(€4- 9.396.)

a) Si @, +,, =0

Les vecteurs @,, et @ o Sont opposés, leur somme vectorielle est nulle : 0, = 0.11 n’ya

donc pas de rotation “absolue”. La somme de ces 2 mouvements de rotation se raméne donc
a un mouvement de translation.

Si on compare (éq. 9.396.) avec (éq. 9.393.) on peut en déduire que :
. - . -
@p X 0,0, == 0p,, X 0,0,

b) Si &, +@,,, %0

On a une rotation autour d’un axe paralleéle a a, et a a, passant par un point (fixe) I
appartenant a la droite passant par O, et O,. La position de ce point I est donné par (éq.
9.396.) :

— - -

V= Ol =0=(0p, +@py )X O = By X 0,0,
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o Janl

=1 = 0,0,
e [+ @]

Ce point I est en fait un point de I’ “axe instantané de rotation”, axe qui est paralléle aux axes
a, et a,.

La vitesse absolue d’un point M appartenant au solide S, s’obtient aisément a partir de cet axe
instantané de rotation.

—

- -
Vi =OM =0, X IM = (B, +Bpy ) X IM

Et comme @, J_UTJ, ||17M||=||67)P||W.

En conclusion, la composition de 2 rotations d’axes paralléles est :

» soit une rotation d’axe paralléle aux deux autres @, # 6;

» soit une franslation de vitesse perpendiculaire aux axes de rotation @, =0.

Application 9.13. La pédale de bicyclette :
Soit la vitesse angulaire d’entrainement du pédalier : @, .

Soit la vitesse angulaire relative de la pédale par rapport au pédalier : @, 2

Les deux vitesses angulaires ont méme norme et on suppose que la pédale reste horizontale dans ce
mouvement composé.

Solution :
Positionnement du systeme d’axe et projection des
vecteurs 5 "
- - g - g ~
Wpy = ”a)Pl‘ lx = Ha)@ lx A = N }{l
- - P53 N
@P2/1 == H“jpzﬂ‘ =~ Hd)pédale 1, <1 “P1 0
- - 2
ot ol _ \
On remarquera que les vecteurs @,, et @, “p; b
forment un couple. \
Recherche de la vitesse 0 = 01 y
Comme la pédale est constamment horizontale, -
cela veut dire que tous les points du solide fig. 9.40. - Application 9.13.
“pédale” ont la méme vitesse de translation
circulaire.

—

—
Cette vitesse (v = 00, = 0,0, ) est, a tout instant perpendiculaire au plan formé par les vecteurs

{@Pl;épz/l} et vaut :

”‘7” = ‘a_}P 1 H 0,0,
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, nOuUS avons
"‘7" = Ha_jP 1 H 0,0, = “@P 2/1” 0,0,

Conclusion : la vitesse de translation circulaire du solide vaut le moment formé par les deux
vecteurs @p, et @p,, .

et comme ”c?)P . H = HCBP "

Conclusion importante :

On peut dire qu’un couple de vecteurs “vitesses angulaires” est équivalent a un
vecteur “vitesse de translation” et inversement.

B) Composition de deux rotations d’axes concourants

Soient :

» a, un axe de rotation immobile et a, un axe de rotation en mouvement autour de a;

» O, étant le point d’intersection des deux axes a, et a,;
» @,, lavitesse de rotation autour de I’axe a;;

> @, lavitesse de rotation autour de I’axe a,.

Prenons un exemple :

@
X dl>y P2

fig. 9.41. - Composition de 2 rotations d’axes concourants.

Le robot R, fait tourner la meule R, autour de I’axe @, avec une vitesse angulaire @,,, et il a

lui-méme un mouvement de rotation autour de 1’axe a, caractérisé par la vitesse angulaire @, .

—

Si les axes de rotation a, et a, se coupent en un point O,, on a \701 =00, =0. Ce point

appartient donc a 1’axe instantané de rotation du mouvement absolu.

Recherche la vitesse d’un point M appartenant a la meule. Soit la formule générale :

— - -

—
Vira =OM =00, + @p, X O M +V, 1 +@py, X O,
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avec, sachant que nous avons que des mouvement de rotations :

00, =0
Vo,j0, =0
d’ou:

OM = o, ><[OIO2 + OzMj +@pyy X O,

=Bp, X 0,0, +(Bp) + B pyy )X O, M

Si on compare cette derniére équation avec (éq. 9.360.) :
— = >
OM =00, +w0, xO,M

:[% 50

00, + 010zj + 0, xO,M

- - - . -
:(0+ Wp, X 0102) +wp, xO,M

on constate que :

Wp=0Wp, +Wp,,

Conclusion :

instantané de rotation).

La composition de deux rotations d’axes concourants, est une rotation d’axe
passant par le point d’intersection, ligne d’action de la résultante des vecteurs @,

et @,,, (ligne d’action du vecteur de Poisson du solide qui est aussi I’axe

Etant donné que le point O, est un point de I’axe instantané de rotation, nous pouvons aussi écrire

que la vitesse d’un point M est égale a :

OM =@, X O M =(Bp, +@pyyy )X O M
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9.4.5. Composition d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation

Lors de I’étude du mouvement plan, nous avons décomposé celui-ci en une translation suivie
d’une rotation.

En passant a la limite (A7 — 0), le mouvement était en fait décomposé en une translation et une

rotation instantanée.

Nous avons également vu que le méme mouvement plan pouvait étre décomposé en une suite de
rotation infinitésimale autour d’un CIR.

Il s’agit ici du probléme inverse de composition d’un mouvement de translation et d’un
mouvement de rotation.

Cette composition se raméne donc a la recherche d’une rotation simple du solide autour d’un axe
instantané de rotation.

Une fagon simple d’aborder ce probléme est de considérer les vecteurs ¥ pour la translation et @
pour la rotation.

A) La vitesse et la vitesse angulaire sont perpendiculaires

Nous avons vu (§ 9.4.4. ) qu’un couple de vecteurs @ représentait une translation et pouvait donc
étre remplacé par le vecteur v de cette translation.

fig. 9.42. - Vet @ sont perpendiculaires.

Laréciproque est vraie. Nous pouvons remplacer le vecteur v parun couple de vecteurs @’ et @”
égaux en module & @ , distant d’une longueur OP telle que :
"l _ 7
o] ]

leurs sens résultant du sens de v . Appliquons @’ (de sens opposé a @ ) en O.

l=la"jor = 0P

Nous nous trouvons devant un ensemble de 3 vecteurs @, @’ et@” dont deux @ et @’ sont
réciproques et s’annulent donc.

Le systéme (V ; @ ) se raméne donc a une rotation @” (: 0] P) autour d’un axe instantané de

rotation passant par P.
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Remarque :

Ce résultat concorde avec 1’étude du mouvement plan : @, est indépendant du pole
choisi pour la décomposition en translation + rotation.

B) La vitesse et la vitesse angulaire sont paralléles

fig. 9.43. - Vet @ sont paralléles.

On voit immédiatement qu’il s’agit d’un mouvement hélicoidal du solide.

Un point M quelconque du solide parcourt une trajectoire, sur une surface cylindrique, dont I’axe
est I’axe de rotation du mouvement.

. .
=t

La distribution des vitesses des points du solide est alors :

=t

- e
Via =OM =00, +@p; XOM +V o +@pyy X0,
Vo,o, =0
@o,10, =0
Op =0p
D’ou:

— -

V. =00+ 0, %0,

etcomme V et @ sont paralléles, on peut remplacer OO: park @ (ke R ) et donc :

S
Vya=kop+w, xO M

C) La vitesse et la vitesse angulaire sont de directions quelconques

Le probléme se raméne aux deux cas précédents en décomposant vV suivant I’axe de rotation et
suivant une perpendiculaire a cet axe.

On obtient donc un mouvement hélicoidal dont 1’axe de rotation est un axe instantané d’ou le nom
d’axe instantané hélicoidal.
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9.5. Travaux virtuels et conservation de la puissance

9.5.1. Introduction

Nous avons abordé le principe des travaux virtuels dans le chapitre 5 consacré a la statique des
corps indéformables. C’est donc une approche de recherche de forces (couples) qui s’applique trés bien
aux “mécanismes”. En effet, avec cette technique, on peut connaitre la relation entre la force (couple) a
la sortie d’un systéme mécanique en fonction de la force (couple) a I’entrée, sans avoir a connaitre le
processus de transmission.

Partons de I’expression des travaux virtuels. Soit :

SW=fedF
En divisant par un petit delta de temps, nous trouvons :
W_foa P=fev
ot ot

Autrement dit, on pourrait, connaissant les forces (couples) a ’entrée et a la sortie d’un
mécanisme et, connaissant, par exemple, la vitesse a I’entrée, trouver tres facilement la vitesse de sortie,
sans passer par la connaissance de toute la transmission.

En effet, dans un mécanisme, la puissance se transmet intégralement, dans I’hypothése des pertes
par frottement négligeable par rapport aux puissances transmisses.

Il y a donc conservation de la puissance.

On peut évidemment, connaissant les vitesses a 1’entrée et sortie du mécanisme, retrouver la force
(couple) en sortie en fonction de la force (couple) a I’entrée.

Quelques exemples ci-dessous vous montreront la mise en pratique de cette conservation de
puissance dans les mécanismes.

9.5.1. Exemples

13

Application 9.14. Dans le mécanisme “a
parallélogramme” représenté ci-contre, B, D, E et N sont
des articulations parfaites (sans frottement) situées aux
extrémités des barres; les deux barres AE et BD sont
de plus articulées en leur milieu C. A est un appui
mobile, sans frottement, pouvant se déplacer dans une
rainure verticale.

AE=2AC=BD=2BC=2DN=2EN=21.
Sachant que la force j7 v horizontale égale 1000 N,
quelle est la relation entre la vitesse du vérin en A et la

vitesse de déplacement horizontal de cette force f v

fig. 9.44. - Application 9.14.

Solution :
Conservation de la puissance
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Dans I’application 5.12. “Mécanisme a parallélogramme”, nous avons trouvé, au moyen des
travaux virtuels, la relation entre la force H fy “ et la force du vérin H fy H . Soit :

|5 nelri]

Pour trouver la relation entre la vitesse de déplacement de la charge “ f ¥ H et celle du vérin, on

peut utiliser la notion de conservation de la puissance (si, par hypothese, ce qui est le cas ici, les
divers frottements sont négligeables par rapport au forces en présence).

D’ou :
A

I ) 5 (2
V=il = =y = 2

_ 3 B,
[Pl=7 tané .

Application 9.15. Le plston P, dans un cylindre vertical, est
actionné par e le levier OA etlabielle BC . Les dimensions sont les
suivantes : OB =30cm; BC = 10\/§cm' d=20+/3 cm.

Quelle est la relation entre le couple moteur “

et la force

mot

H f PH exercée sur le piston, sachant que la vitesse angulaire du

levier & autour de O est constant.

AN

fig. 9.45. - Application 9.15.
Solution :

Conservation de la puissance

Dans I’application 9. 1., nous avons trouvé la relation entre la vitesse du piston ||\7 P || et la vitesse
de rotation ||a3|| du levier O4 . Soit :
ol (22
el= 17l =

cosa
Dés lors, en utilisant la conservation de la puissance, on obtient :

|G H%H=pru A
i ||vp|| 7] |@5:] 0B

D— cosa
| los

mot

mOt

12

cosx
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Application 9.16. Rechercher la
relation entre le couple moteur

HC’" “ et la force exercée “ fp “ sur

le piston.

Solution : fig. 9.46. - Principe du systéeme bielle-manivelle
Conservation de la puissance
Utilisons ici encore la conservation de la puissance. Soit :

A WAL

|]
Au§9A4.1.2., éq. 94.47., nous avons trouvé I’expression (simplifiée) de la vitesse du piston en
fonction de la vitesse de rotation ||(T)|| . Et donc :

Ia| (sin L) )]
k
]
= . sin(2 9)
- ][ sno- %)

Avec: k=1,/r,

= |al=17]

= |e.

Remarques
1) On aurait pu évidemment utiliser la formule exacte pour la vitesse du piston.

2) Dans un moteur a piston, la force ” f PH sur le piston est fonction du temps.
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