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fig. 9A.1. - Moteur à piston : bielle - manivelle.

fig. 9A.2. - Principe du système bielle-manivelle

CHAPITRE 9A. MOUVEMENT DU SOLIDE - APPLICATIONS

9A.1. Système Bielle-Manivelle

9A.1.1. Description et définition

Le système bielle-manivelle permet la transformation d’un mouvement circulaire continu en
mouvement rectiligne alternatif (application aux pompes, compresseurs alternatifs, ...) et réciproquement
mouvement rectiligne alternatif en mouvement circulaire continu (application aux moteurs à pistons).

La figure ci-dessous en présente le principe.

 est la “manivelle” de rayon rm, entraînée à la vitesse angulaire : OB   

 est la “bielle” de longueur lb ; A est appelé “pied de bielle” et B est appelé “tête de bielle”.AB

Le pied de bielle décrit une trajectoire rectiligne, entre A0 (“Point Mort Haut”) et A1 (“Point
Mort Bas”); la distance A0A1 est la “course” du pied de bielle. Si la droite qui contient cette trajectoire
passe par O, le mécanisme est dit “à attaque centrale”; sinon, le système bielle-manivelle est “à attaque
excentrée”.
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fig. 9A.3. - Etude analytique du mouvement.

9A.1.2. Etude analytique du mouvement

Dans le cas d’un système à attaque centrale, la position d’un point M quelconque de la bielle est
décrite par :

pour : OM OB BM r BMm

  

   
 
1 1  0  BM lb

avec :

  

  
1 1 1

1 1 1





 

 

 

 







cos sin

cos sin

x y

x y

d’où : OM r r BM BMm x m y x y


   cos sin cos sin   

   
1 1 1 1

En posons :
l

r
kb

m



et en sachant que :  r lm y b ysin sin 
 
1 1 

  

      










sin sin

cos sin sin

 

  

r

l

r

l

m

b

m

b

1 12

2

Comme β varie autour de 0° son cosinus est toujours positif, d’où :

cos
sin 

  





1
2

k

nous obtenons :

OM r BM
k

r BM
k

m x m y


   



















 





cos
sin

sin
sin   

1 1 1
2  

(éq. 9A.12.)
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A) Mouvement de la tête de la bielle

Pour obtenir le mouvement de la tête de la bielle B, il suffit de faire :  (M étant confonduBM  0
avec B) dans la formule précédente. Nous obtenons alors :

   OB r rm x m y



 cos sin 
 
1 1 (éq. 9A.14.)

L’équation est donc celle d’un cercle de centre O et de rayon rm ( ).x y rm
2 2 2 

C’est donc un mouvement circulaire varié (ou uniforme si la vitesse angulaire  est constante).



Pour rappel :

   

Vitesse de  B

Accélération de  B

:

:

 

  

 

v    r

a a a

r r

B m

B n B tg B

m m



 

 



 

2 2

2 2 2

(éq. 9A.17.)

Notations :

 vitesse angulaire rad/s

 accélération angulaire rad/s2


an B accélération normale m/s2


atg B accélération tangentielle m/s2

Et dans le cas d’un mouvement circulaire uniforme  et  se réduit à l’accélération
 
  0


aB

normale .

an B

B) Mouvement du pied de la bielle

Pour obtenir le mouvement du pied de bielle A, il suffit de faire  (M confondu avec A)BM lb
dans la formule (éq. 9A.12.) :

OA r l
k

m b x y


   



















cos
sin 

1 1 0 1
2  

x r l
kA m b   





cos
sin 

1
2

(éq. 9A.27.)

et on retrouve bien : en  (PMH)  0 x r lA m b0  

en  (PMB)  x r lA m b1   

La vitesse de A est dirigée suivant l’axe Ox (positive de O vers A) et vaut :
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  
v OA r

k
k

A m x   

 


























 sin

sin

sin
 





2

2 1

1
2

(éq. 9A.32.)

et, bien sûr, on a : en  (PMH)  0
 
v A0 0

en  (PMB) 
 
v A1 0

En dérivant encore une fois, nous obtenons l’accélération de A (positive de 0 vers A) :

 

   
a OA

r

k
k

r

k
k

k

k
k

A

m

m

 

 

 

























 

 







 





 






























































 sin
sin

sin

 cos

cos
sin sin

sin

sin

 




 

  





2

2 1

2 2 1
2

2 1

2 1

2

2

2 2

2
2

2


























1x

(éq. 9A.37.)

avec, en particulier : en  (PMH)  0
 
a r

k
A m x0

2 1
1

1  







en  (PMB) 
 
a r

k
A m x1

2 1
1

1 







Remarquons qu’en cas de mouvement circulaire uniforme de B (ou de la manivelle), on a :
.  0

En général, ; si , les effets d’obliquité deviennent négligeables; lesk  3 5... k  4 5...
expressions ci-dessus se simplifient fortement, et en pratique on utilise, sachant que si x est petit :

 1 1
2 8

1
2

2

     x
x x x

...

et en ne prenant que les deux premiers termes, la position devient :

x r l
k

r l
k

A m b m b   





  

























cos
sin

cos

sin

  



1 1
2

2

2

et ensuite en dérivant successivement l’expression approchée ci-dessus on trouve :
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 

   

OA x r k
k

v r
k

a r
k

r
k

A x m x

A m x

A m m x


   











  










  








  























 

 

 

1
2

1

2

2
1

2

2

2
1

2

2

cos
sin

 sin
sin

 sin
sin  cos

cos

 

 


 


 


(éq. 9A.47.)

Ces formules ont été développée avec l’origine du système d’axe au centre de rotation de la
manivelle. En général, dans le cas pratique des calculs de bielle-manivelle, on prend comme origine le
PMH du système. Dans ce cas les formules précédentes deviennent :

 

   

OA x r
k

v r
k

a r
k

r
k

A x m x

A m x

A m m x


   











 










 








  























 

 

 

1 1
2

1

2

2
1

2

2

2
1

2

2

cos
sin

 sin
sin

 sin
sin

 cos
cos

 

 


 


 


(éq. 9A.48.)

dans le cas des formules simplifiées. On remarquera que pour la vitesse et pour l’accélération il a suffit
de changer les signes.

Pour les formules réelles, xA devient :

 x r l
kA m b     

















1 1 1
2

cos
sin 

(éq. 9A.49.)

Quant à la vitesse et à l’accélération, il suffira de changer le signe des expressions précédentes.

Commentaires :

1) La vitesse est pratiquement maximale pour  (la bielle est alors perpendiculaire à latan  k
manivelle); elle vaut :

 
v r

k
A mmax

 








 1

1

2 2

On voit que , est très voisin de : .

v A max


 r

On note également que les vitesses du pied de bielle ou voisinage du point mort haut Ao sont
doubles de celles obtenues au voisinage du point mort bas A1 lorsque .k  3

2) Lorsque , on note que l’accélération du pied de bielle au point mort haut Ao est toujours
 
  0

supérieure à celle du point mort bas A1. L’accélération est maximum pour  (PMH) et  0

minimum pour .cos   k 4
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La figure ci-dessous présente la loi réelle, indiscernable de la loi approchée, pour un système
bielle-manivelle où ,  (donc ).r mmm  50 l mmb  200 k  4

C) Mouvement de la bielle autour du pied de bielle

Le mouvement que décrit la bielle autour de son pied est défini comme le “mouvement
pendulaire”.

Celui-ci est défini par :

r lm y b ysin sin 
 
1 1   sin

sin 
 

k
(éq. 9A.62.)

Remarque :
Dans ce cas -ci, on tiendra compte du signe, puisque cela donnera le sens de rotation des
vecteurs vitesses et accélérations angulaires.

avec : β : l’obliquité de la bielle.

L’obliquité maximale correspond à la position des bras du vilebrequin perpendiculaire au corps
de bielle.

fig. 9A.4. - Système bielle-manivelle : position en fonction de l’angle.
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Dans ce cas nous avons alors : ou .sin  1
k tan  k

La vitesse angulaire de la bielle autour de son pied ωA est donné par la dérivée de β par rapport
au temps. Dérivons l’ éq. 9A.62. :

     cos  cos    cos

cos
      


1 1

k k
(éq. 9A.65.)

a) 1ière manière d’exprimer  :

Comme  (voir éq. 9A.62.), on trouve :k  
sin

sin




  tan

tan
  


 (éq. 9A.68.)

b) 2ème manière d’exprimer  :

Si on sait que :  et   cos sin   1 2

β variant autour de 0° et donc son cosinus est toujours positif, d’où :

.cos
sin 

  





1
2

k
on obtient, en remplaçant dans l’équation éq. 9A.65. :

   


A k

k

  

 






 cos

sin
1

2 (éq. 9A.73.)

Cette vitesse angulaire de la bielle autour de son pied est :
maximale pour :  (PMH) et (PMB) ( );  0    


 A k

max

nulle pour l’obliquité maximale.

L’accélération angulaire A est donnée par la dérivée seconde de β. Dérivons l’ éq. 9A.65. :

     sin  cos  sin  cos        2 21

k
(éq. 9A.77.)

a) 1ière manière d’exprimer  :

  tan    tan

tan
     


  2 2

(éq. 9A.79.)
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b) 2ème manière d’exprimer  :
Sachant que :

,  et      cos

cos
  


 

k

et, finalement, en transformant  et  en fonction de θ, on obtient, en remplaçantcos sin
dans l’équation éq. 9A.65. :

 


  


 A

k
k

k
k

 

 







 





























































sin
sin

cos

sin
cos

1

1

1

1
2

2
2

2
2

(éq. 9A.86.)

Si on considère  (mouvement circulaire uniforme de la manivelle  :

  cst   

  0

maximale pour : ( );   2  



 

A
kmax

2

2 1

nulle aux PMH et PMB.

Remarque :

En cas de mouvement circulaire uniforme de la manivelle  et  sachant que si x  
  0

est petit :

,
1

1
1

2

3

8
1

22

2
4

2


     

x

x
x

x
...

les expressions ci-dessus se simplifient fortement et, en ne prenant que les 2 premiers
termes, deviennent :

 
 

sin
sin

 sin
cos


sin

sin

 

    

 
 






   










 




k

k k

k

k

A

A

1
2

1

2

2

2 2

2 2 3 2

(éq. 9A.93.)
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9A.2. Application aux trains d’engrenages

9A.2.1. Définitions

Engrènement extérieur : Les centres des roues se trouvent de part et d’autre du point de contact A.

Engrènement intérieur : Les centres des roues se trouvent d’un même côté du point de contact A.

Diamètres primitifs : Diamètres des cercles tangents représentant les engrenages. Les diamètres
primitifs dp sont dans le même rapport que les nombres de dents Z.

d

d

Z

Z
p

p

1

2

1

2



Le rapport du train d’engrenages :
Z

Z
1

2

Le module du train d’engrenages : Le rapport du diamètre primitif au nombre de dents de chaque
roue. Le module a pour unité le mm.

m
d

Z

d

Z
p p 1

1

2

2

Le pas primitif : p m
d

Z
p  

La hauteur d’une dent : h m 2 25.

Le rapport de transmission entre deux roues dentées s’exprime par : i
d

d

Z

Z
p

p

  



1

2

2

1

2

1

= cst

ce qui veut dire que le glissement entre les deux diamètres primitifs dp1 et dp2 est nul et que,
d’autre part, tous les points situés sur les cylindres primitifs sont animés de vitesses
circonférentielles égales :

v v d d d dp p p p1 2 1 1 2 2 1 1 2 22 2       

Satellite : On donne ce nom à un engrenage monté sur un axe mobile.

fig. 9A.5. - Engrènement extérieur et intérieur.
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9A.2.2. Représentation algébrique des vecteurs angulaires

Dans les problèmes plans, les vitesses angulaires  sont des vecteurs perpendiculaires au plan.



Il est intéressant de faire apparaître le sens de ces vecteurs, sous forme de signe + ou , en respectant la
convention (trièdre direct).

On constate immédiatement qu’un engrènement extérieur donne des vecteurs  et  opposés,

 1


 2

tandis que pour un engrènement intérieur, les vecteurs  et  sont de même sens. Nous aurons donc

 1


 2

pour un nombre n d’engrènements simultanés :

   


n k p

p n

k

n

d

d

Z

Z1

1 11 1    (éq. 9A.106.)

où k est le nombre d’engrènements extérieurs.

Notations :
1) Lorsque la roue ou la manivelle n tourne autour d’un point fixe, sa vitesse angulaire

sera notée ;

 n

2) Lorsque une roue ou une manivelle n tourne autour d’un axe, lui-même animé d’un
mouvement de rotation au moyen d’une roue ou d’une manivelle m, on notera :

: vitesse angulaire relative de n par rapport à m

 n m

 : vitesse angulaire absolue de n par rapport à un système

 n

considéré comme fixe.

9A.2.3. Résolution d’un problème simple

La manivelle  relie les centre O1 et O2 de deux roues dentées extérieures (1) et (2). La roueO O1 2

(1) est fixe. La manivelle (3) tourne autour de O1 avec la vitesse angulaire . Connaissant les rayons

 3

primitifs r1 et r2. Calculer la vitesse absolue  de (2) et sa vitesse relative .

 2


 2 3

fig. 9A.6. - Principe de résolution.
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Le point O2 appartient à la manivelle (3), il n’effectue qu’un mouvement circulaire. D’où :

  
v r rO t2 3 1 2 1 
Le point O2 appartient à la roue (2) et tourne donc autour du CIR de la roue (2). La condition
de non glissement entre les deux roues impose une vitesse nulle au point de contact entre (1)
et (2). L’axe instantané de rotation sera donc un axe perpendiculaire au plan et ayant le point
A comme point de percée. A est donc CIR de la roue (2). D’où :
 
v rO t2 2 2 1 

Nous avons finalement :

  2 2 3 1 21 1r r rt t

 
 

 2 3
1 2

2












r r

r

Comme nous avons une composition de 2 rotations d’axes parallèles, nous savons que :
(voir § 9.4.4. A)

  
  P P P 1 2 1

Le mouvement de la roue (2) est donc celui d’une rotation de vitesse :
  
  2 3 2 3 

autour de l’axe instantané de rotation passant par A. D’où :

        
   
    2 3 2 3 3

1

2

31 1   








 











r

r
z

 2 3 3
1

2


r

r

9A.2.4. Méthode de l’arrêt ou méthode de Willis

La méthode de Willis (1)  consiste, dans les problèmes d’engrenages planétaires, à imaginer
d’immobiliser la manivelle, à étudier le nouvel ensemble ainsi obtenu et revenir ensuite au problème
initial.

Le fait d’immobiliser la manivelle nous ramène à un train d’engrenage ordinaire et dès lors de
pouvoir utiliser la formule (éq. 9A.106.). L’immobilisation de la manivelle se réalise aisément en
composant le système réel avec un mouvement de rotation dont la vitesse angulaire est le vecteur
réciproque du vecteur  de la manivelle.




La formule (éq. 9A.106.) s’exprimera, dans le nouveau système, par :

   
     

 



   



sortie

entrée

k p menantes

p menées

k menantes

menées

d

d

Z

Z
1 1








(éq. 9A.123.)

: étant le produit du nombre de dents des différentes roues menantes  Zmenantes

 : étant le produit du nombre de dents des différentes roues menées  Zmenées

(1) Willis Robert M. (1800 – 1875) : He was the first Cambridge professor to win widespread recognition as a mechanical
engineer
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Dans le problème précédent (§ 9.5.3.) :

Mouvement réel Blocage de la
manivelle

Nouveau système
envisagé

 
 1 0

en ajoutant un
mouvement de
rotation 


 3

  
   1 30


 2  ?

   
      2 2 3 2 3

 : donné

 3

   
     3 3 3 0

La résolution du nouveau système est aisée. En effet, en appliquant la formule (éq. 9A.123.) avec
, on trouve :k  1

 





   







sortie

entrée

p

p

d

d

r

r
2

1

1 1

2

1

2

1

Dans ce cas-ci comme tous les vecteurs vitesses de rotation sont parallèles entre-eux ( ), on/ /

1z

peut écrire les équations directement en projection.
 

Revenons au système réel :







 



 


2

1

2 3

3

1

2

r

r

Ce qui nous donne :

de même sens que , 2 3
1 2

2












r r

r


 3

 et

   2 3 2 3 3
1

2

  
r

r

fig. 9A.7. - Méthode de Willis.
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fig. 9A.8. - Trains d’engrenages coniques.

9A.2.5. Etude d’un train d’engrenages coniques

Un train d’engrenages coniques est composé d’une roue (1) fixe de rayon moyen r1 et d’un
pignon (2) mobile autour de l’axe du premier, de rayon moyen r2.

La manivelle (3) qui entraîne la roue (2) tourne à la vitesse angulaire . Calculons la vitesse

 3

angulaire absolue  de (2) et sa vitesse relative .

 2


 2 3

C’est une application de 2 rotations d’axes concourants (§ 9.4.4.B).

A) Analytiquement

La vitesse angulaire absolue de (2) est la somme vectorielle des vitesses angulaires
d’entraînement et relative :

  
  2 3 2 3  (éq. 9A.143.)

On connaît :

 sur l’axe de la roue (1) 

 3  1 1z

la direction de : axe de la roue (2) 

 2 3  


1

1y

la direction de : axe instantané de rotation de la roue (2) (passant par O et A)

 2

La condition de non glissement impose à tous les points du segment  de la roue (2) en contactBC
avec la roue (1), une vitesse nulle.

En utilisant la formule du mouvement simple du solide, on peut écrire :

avec, dans notre cas : .
  
v v vA O A O 

2 2

 
v A  0
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fig. 9A.9. - Méthode de l’Axe Instantané de Rotation.

 
   

 

   


 

0

0 2

1 1

3 1 2 3 2 3 2

3 1 2 3 2 2 3 2

3 1 2 3 21 1

 




  





 




 



 

















  

 

  

  

  

 

O O O A

O O O A

car vecteurs

O A

r rx x

/ /

  3 1 2 3 2r r

Ce qui nous donnent directement :

 2 3 3
1

2


r

r

En remplaçant dans (éq. 9A.143.) :
    
    2 3 2 3 3 3

1

2

1 1 1 1
1 1 1 1

   z y z y
r

r
Ce qui  nous donne :

  2 3
2

3
1

2

2

 










r

r
 2 3

1
2

2
2

2


r r

r

B) C.I.R.

Il est à remarquer ici que, comme nous avons un solide en mouvement 3D, il convient de prendre,
non pas le “Centre Instantané de Rotation CIR”, mais l’ “Axe Instantané de Rotation (2)  AIR” et de
calculer les distances par rapport à ces axes.

L’AIR du solide (2) est la direction de ; tandis que l’AIR du solide (3) est la direction de .

 2


 3

(2) Les axes instantanés de rotation et de glissement ont été introduits par Michel Chasles (1793 – 1880).
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De ce fait, nous avons :

 O v v v v r

Par AIR v d

r

d
O O O O O

O

2 3 1

2
2 3

1
3 0

2 1 2 1 2

2

     
 






 

   


 

Recherchons la distance d :

r d

r d

d r

r d
d

r r

r r

1

2

1

2
2

1 2

1
2

2
21

cos

sin

cos

cos


















 






 



En combinant les 2 équations ci-dessus, on obtient :

 2 3
1
2

2
2

2


r r

r

Recherche de ω2/3. On considère donc que (3) est fixe et que (2) tourne avec une vitesse angulaire
de ω2/3. Exprimons la vitesse de O2 de 2 manières différentes. Soit :

 O v rA O2 2 3 22
2

   

Soit, comme le point A appartient à l’AIR (A fixe et  ), nous avons que : O2 3

v v rA O O A2 2 3 1  

En égalant les 2 équations, nous obtenons :

 2 3 3
1

2


r

r

C) Méthode de Willis

Mouvement réel Blocage de la
manivelle

Nouveau système
envisagé

 
 1 0

en ajoutant un
mouvement de
rotation 


 3

  
   1 30

 



 


 
2

2 3 3



 

?

?

  


  


  


2 2 3

2 3

 : donné

 3

   
     3 3 3 0

Appliquons la formule (éq. 9A.123.). Dans notre cas, entrée (2) et sortie (1) :

   
   






   







sortie

entrée

k p menantes

p menées

d

d

r

r
1

2

1 2

1

1 1
2

2




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       2 1
1

2
3

1

2

r

r

r

r
(éq. 9A.174.)

Les vecteurs vitesses de rotation ne sont pas tous parallèles. On ne peut donc pas passer
directement  de la formule ci-dessus (en grandeur) vers les formules vectorielles.

Il vient (voir fig. 9A.8.) :

         
   
   2 2 3 2 3

1

2

1 1
1 1y y

r

r

Revenons au système réel.

         
                  2 2 3 2 2 3 2 3

1

2
31 1

1 1

r

r
y z

Ce qui, en norme, nous donne :


  2 3

2
3

1

2

2

 










r

r
 2 3

1
2

2
2

2


r r

r

      
   2 3 2 3 2 3

1

2

1 1
1 1

     y y

r

r

D’où :  2 3 3
1

2


r

r

Evident voir éq. 9A.174. ci-dessus.
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9A.2.6. Trains épicycloïdaux

Qu’est-ce qu’un épicycloïde ?
 

C’est la courbe décrite par un point d’une circonférence O’ qui roule sans glisser sur une autre
circonférence O à laquelle elle est tangente extérieurement.

Qu’est-ce qu’un train épicycloïdal ? 

C’est un mécanisme formé de pignons en prise dont un au moins a son axe animé d’un
mouvement circulaire autour d’un axe réel ou fictif. Ce pignon est soumis à deux mouvements
principaux :

rotation autour de son axe;
révolution de son axe autour d’un autre.

A) Etude d’un mécanisme différentiel simple

Nécessité du différentiel. En ligne droite les roues
gauches et droites parcourent la même distance. Dans un
virage ce n’est plus le cas. Comme on peut le voir sur la figure 
fig. 9A.12. les roues de droites parcourent un chemin plus petit
que celles de gauches. Il faut donc, de manière générale, que
les roues extérieures tournent plus vite que les roues
intérieures, sinon elles glisseraient sur le sol et le pneu serait
détérioré rapidement.

Dans le cas de l’essieu moteur, admettons que ce soit
une “traction”, il faut que les deux roues avants soient
commandées par le même arbre moteur.

Le problème est résolu par l’emploi d’un différentiel
intercalé entre les demi-arbres sur lesquels sont fixées les
roues motrices.

fig. 9A.11. - Épicycloïde.

fig. 9A.12. - Importance du différentiel.
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fig. 9A.14. - Différentiel : principe.

Description d’un différentiel.

Il se compose essentiellement (fig. 9A.13.) :

d’un cage solidaire d’une couronne dentée dont la rotation est commandée par un pignon
(conique) d’attaque solidaire de l’arbre moteur;
d’un satellite (ou deux) tournant fou sur un axe solidaire de la cage;
de deux planétaires identiques fixés sur les demi-arbres.

Les deux planétaires engrènent avec le satellite.

Les axes de toutes les roues étant concourants, le train est dit épicycloïdal sphérique.

Fonctionnement du différentiel.

Les roues (1) et (2) tournent autour d’un axe vertical fixe a.

fig. 9A.13. - Description d’un différentiel.
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fig. 9A.16. - 1er cas.

fig. 9A.17. - 

La roue (3) tourne autour d’un axe horizontal , lui-même mobile autour de a, parOO3

l’intermédiaire de la manivelle (4).

Remarque :
Nous utiliserons la méthode du CIR pour résoudre les différents cas.

1er cas

La roue (1) est immobile : 
 
 1 0

On donne 

 4

On cherche  et 

 3 4


 2

La considération de , axe instantané de rotation, permetOA
d’obtenir :

puisque : et 
 
 2 42

 
v vB O 2

3
O B OO2 3

La distance de B à l’AIR est le double de O3 à l’AIR d’où la vitesse double.

puisque : (  appartenant à (4)) 3 4
1

3
4

r

r
v rO3 4 1  

vO3

(  vitesse angulaire de (3) parv rO3 3 4 3 

 3 4

rapport à (4) considéré comme fixe)

Direction de  :

 3 4 OO3

2ième cas

La roue (4) est immobile : 
 
 4 0

On donne 

 1

On cherche  et 

 3


 2

L’étude du mouvement du pignon (3) donne  d’où :
 
v vA B 

 
 2 1 

fig. 9A.15. - 1ier cas.

fig. 9A.18. - 2ième cas.
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fig. 9A.19. - 2ième cas.

fig. 9A.21. - 3ième cas.

puisque : 3
1

3
1

r

r
v r rA   1 1 3 3

Direction de  :

 3 OO3

3ième cas

Les roues (1) et (2) tournent à des vitesses égales
( )
 
 1 2

On donne 

 1

On cherche  et 

 3


 4

L’étude du mouvement du pignon (3) donne  d’où :
 
v vA B

(et )
 
 3 0

 
 3 4 0

En effet O3 parcourt un cercle horizontal de rayon  à la vitesse , ce quiOO3
  
v v vO A B3

 

implique que la roue (3) est en translation et donc  ainsi que .
 
 3 0

 
 3 4 0

fig. 9A.20. - 3ième cas
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fig. 9A.23. - 

puisque :  
  
  4 1 2 

  
v v vO A B3

 

4ième cas

Les roues (1) et (2) tournent, dans le même sens, à des
vitesses différentes ( )

  
  1 2  

On donne et 

 1


 2

On cherche  et 

 4


 3 4

L’étude du mouvement du pignon (3) à partir de  et 

v A


vB

nous donne :

puisque :


 





 

 
4

1 2
12 2




 
 

 

v
v v

O
A B

3 2




en effet si on bloque (4),  est A.I.R. et donc : 
3 4

1

3 2


r

r


OO3

v v v v
v v v v

r r

A AIR A O A
A B A B   










3 2 2

2 2
1 2

1 1

  

De plus : v rA AIR   3 4 3

fig. 9A.22. - 4ième cas.
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fig. 9A.24. - (1) Moteur, (2) Fixe, (3) Récepteur, (4) Liaison.

B) Réducteurs de vitesse épicycloïdaux

Utilité d’un réducteur épicycloïdal. Donner de grandes démultiplications sous un faible
encombrement, obtenir de nombreuses combinaisons de vitesses sans déplacements latéraux de pignons,
faciliter l’asservissement automatique.

Principe de fonctionnement.

II se compose de 3 éléments principaux :
un planétaire et son arbre;
un train satellite et son arbre;
une couronne à denture interne et son arbre.

Pour que la transmission soit assurée, il est nécessaire que :
un arbre devienne moteur;
un arbre devienne récepteur;
un arbre soit immobilisé pour faire office de point de réaction.

Selon le choix de l'arbre immobilisé, plusieurs solutions sont possibles :

En adaptant des dispositifs de commande aux différents trains permettant de les immobiliser ou
de les libérer, on peut obtenir un nombre assez important de combinaisons en regard du faible nombre
de pignons.
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Disposition Couronne Planétaire Porte-satellite Satellites

fig. 9A.24. - (1)
prise directe

solidaire du
pignon central

moteur récepteur ne tournent pas

fig. 9A.24. - (2)
démultiplication

motrice fixe récepteur
entraîne le porte-satellites - petite

démultiplication

fig. 9A.24. - (3)
démultiplication

fixe moteur récepteur
entraîne le porte-satellites - grande

démultiplication

fig. 9A.24. - (4)
réceptrice

réceptrice fixe moteur
entraîne la couronne à une vitesse plus

grande que le porte-satellites

fig. 9A.24. - (5)
marche arrière

réceptrice moteur fixe entraîne la couronne en sens inverse

fig. 9A.24. - (6)
point mort

folle moteur récepteur -
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fig. 9A.25. - Application 9A.1.

Application 9A.1. Un train épicycloïdal est constitué d’un pignon central (1) appelé “planétaire
intérieur”, de généralement trois pignons (3) appelés “satellites” en liaison pivot en A avec le
“porte-satellite” (2) et d’une “couronne ou planétaire extérieur” (4). Pour obtenir un rapport de
vitesse, il faut qu’un arbre ((1), (2) ou (4)) soit moteur, un arbre soit récepteur et un arbre soit bloqué
lié au bâti. On considérera successivement tous les cas de figures.
On demande de déterminer par la formule de Willis ainsi que par la méthode du C.I.R. :

les vecteurs vitesses angulaires de chaque pièce;
les vecteurs vitesses des points A, J et K;
la relation entre ,  et .


 2


 3


 4

Données : ; ; .Z1 27 Z3 15 Z4 57
PS : Pour les courageux il existe encore la méthode analytique pure... 

Solution :
1er cas (1) Moteur (2) Récepteur (4) Fixe

Méthode de Willis Blocage du porte-satellite (2)

Mouvement réel Blocage manivelle Nouveau système

 
 4 0

en ajoutant un
mouvement de
rotation 


 2

  
   4 20


 2  ?

 
  2 0

 : donné

 1

  
    1 1 2
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Remarque :
Dans notre cas tous les vecteurs  sont parallèles et donc nous pouvons passer




directement aux normes.

Appliquons la formule (éq. 9A.123.). Dans notre cas, entrée (1) et sortie (4) :

   
   











   







 

sortie

entrée

k p menantes

p menées

d

d

Z

Z

Z

Z
4

1

2

1 2

1 1

3

3

4

1 1




     2 4 1 2 1Z Z

   2
1

1 4
1 1 1

27

27 57
0 3214







Z

Z Z
.

C.I.R.

C.I.R de (1)  O
C.I.R de (3)  K

(- car sens opposés)
v r

v r

r

r
J

J








  



 1 1

3 3
3 1

1

32 2

(- car sens opposés)
 

v v r

v r r

r r

r

A J

A

 

 





  

1 2 3 3

2 1 2
3 2

1 3

3




 

 
 





  2 1

1

1 3
1

1

1 42

r

r r

r

r r
 r r r4 1 32 

Sachant que : d m Z r
m Z

  
2

   2
1

1 4
1 1 1

27

27 57
0 3214







Z

Z Z
.

2ième cas (4) Moteur (2) Récepteur (1) Fixe

Méthode de Willis Blocage du porte-satellite (2)

Mouvement réel Blocage manivelle Nouveau système

 
 1 0

en ajoutant un
mouvement de
rotation 


 2

  
   1 20


 2  ?

 
  2 0

 : donné

 4

  
    4 1 2

Appliquons la formule (éq. 9A.123.). Dans notre cas, entrée (4) et sortie (1) :

   
   











   







 

sortie

entrée

k p menantes

p menées

d

d

Z

Z

Z

Z
1

4

2

4 2

1 4

3

3

1

1 1




     2 1 4 2 4Z Z

© R. Itterbeek Mécanique - Mouvement du solide - Applications - 9A.25 -



   2
4

1 4
4 4 4

57

27 57
0 679







Z

Z Z
.

C.I.R. C.I.R de (2)  O
C.I.R de (3)  J
C.I.R de (4)  O

(+ car même sens)
v r

v r

r

r
K

K








  



 4 4

3 3
3 4

4

32 2

(+ car même sens)
 

v v r

v r r
r r

r

A K

A

 

 





  

1 2 3 3

2 1 2
3 2

1 3

3




 

 





  2 4
4

3

3

1 3
4

4

1 42

r

r

r

r r

r

r r

Sachant que : d m Z r
m Z

  
2

   2
4

1 4
4 4 4

57

27 57
0 679







Z

Z Z
.

3ième cas (2) Moteur (4) Récepteur (1) Fixe

Méthode de Willis Blocage du porte-satellite (2)

Mouvement réel Blocage manivelle Nouveau système

 
 1 0

en ajoutant un
mouvement de
rotation 


 2

  
   1 20


 4  ?

  
    4 4 2

 : donné

 2

 
  2 0

Appliquons la formule (éq. 9A.123.). Dans notre cas, entrée (4) et sortie (1) :

   
   











   







 

sortie

entrée

k p menantes

p menées

d

d

Z

Z

Z

Z
1

4

2

4 2

1 4

3

3

1

1 1




     2 1 4 2 4Z Z

   4
1 4

4
2 2 2

27 57

57
147







Z Z

Z
.

C.I.R. C.I.R de (2)  O
C.I.R de (3)  J
C.I.R de (4)  O

(+ car même sens)
v r

v r

r

r
K

K








  



 4 4

3 3
3 4

4

32 2
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(+ car même sens)
 

v r

v r r
r r

r

A

A



 





  




 3 3

2 1 2
3 2

1 3

3

 


 4 2
1 4

4

r r

r

Sachant que : d m Z r
m Z

  
2

   4
1 4

4
2 2 2

27 57

57
147







Z Z

Z
.

4ième cas (1) Moteur (4) Récepteur (2) Fixe

Méthode de Willis Blocage du porte-satellite (2) : Déjà fixe !

Mouvement réel = Nouveau système

Appliquons la formule (éq. 9A.123.). Dans notre cas, entrée (1) et sortie (4) :

   
   






    










sortie

entrée

k p menantes

p menées

d

d

Z

Z

Z

Z
4

1

4

1

1 1

3

3

4

1 1




(La couronne tourne en sens inverse)   4
1

4
1 1 1

27

57
0 474     

Z

Z
.

C.I.R. C.I.R de (1)  O
C.I.R de (3)  A
C.I.R de (4)  O

(+ car même sens)
v r

v r

r

r
K

K








  



 4 4

3 3
3 4

4

3

(- car sens opposés)
v r

v r

r

r
J

J








  



 3 3

1 1
3 1

1

3

   4 1
1

4

r

r

Sachant que : d m Z r
m Z

  
2

   4
1

4
1 1 1

27

57
0 474     

Z

Z
.
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